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Résumé

Le phénomeéne d’oscillations quasi-périodiques (QPO, acronyme de Quasi-Periodic Oscillations)
fut découvert vers 1990 grace aux proges instrumentaux dans le domaine de la spectrométrie en
hautes énergies, réalisés lors du lancement de satellites tels que XMM Newton et Chandra. Ces
émissions de lumiére X se produisent dans les systémes doubles accré, lorsque le matériel transféré
de I'objet donneur a I’objet receveur s’approche des régions internes du disque.

Ce travail s’inscrit dans la thématique des systémes binaires X de faible masse (LMXB, pour Low
Mass X Binaries) dont 1’objet accréest une étoile & neutrons. Un modeéle de production de QPO,
basé sur des résonnances mécaniques entre les mouvement orbital et épicyclique vertical d’une
particule test lachée dans le champ gravitationnel de 1’étoile (voir réf. [8] et [9]). Des simulations
numériques sont effectuées et comparées aux résultats d’une étude observationnelle menée par
D.Barret et al. & partir de données renvoyées par I'appareil RXTE (voir réf. [2]). La confrontation
entre théorie et observations se fait par le biais du suivi de 1’évolution temporelle d'un QPO
particulier observé en rayons X.

Il a été établi que le modéle analytique proposé permet de retrouver une partie des variations
du facteur de qualité des QPOs en fonction de la fréquence de leur maximum pour une plage
de fréquences allant de 400 & 800 Hz. Les simulations reproduisent une nette augmentation de
I’amplitude du mouvement de la particule de part et d’autre du disque a environ 20 rayons
gravitationnels de ’objet compact. Ceci est interprété comme un processus d’autorésonnance de
forgage engendré par un terme de nature non-linéaire dans 1’équation différentielle du mouvement
de la particule. Cette interprétation oscillatoire des résultats prend le contrepied de 1’école qui
associe le comportement du QPO & la seule géométrie de 1’espace-temps au voisinage immédiat
des LMXBs.
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Chapitre 1

Introduction

L’astrophysique des hautes énergies c’est profondément modifiée depuis 'avénement de
spectrométres X a haute précision embarqués a bords de satellites artificiels tels que XMM
Newton et Chandra. Les informations déduites au terme de ces campagnes de collecte de
données ont permis d’avoir accés observationnellement a un certain nombre de processus
dont l'existence n’était que théorique, et qui sont tributaires de la physique d’un type d’une
structure particuliére, les binaires X de faible masse.

Ces objets trés particuliers prennent forme au sein de systémes doubles dont I'une des
composantes est constituée d’un trou noir de masse stellaire ou d’une étoile a neutrons. Un
disque d’accrétion de matiére stellaire, induit par les phénomeénes de marées gravitation-
nelles, voit le jour autour de 'objet compact. La nature intrinséque de la composante accré,
relevant de phénomeénes relativistes, associée a la physique turbulente du disque permet le
déroulement processus qui comptent parmis les énergétiques connus ainsi que l’existence
de comportements extrémes de la matiére, a ce jour uniques dans I'Univers.

Les oscillations quasi-périodiques (QPO) sont un exemple de ces phénomeénes. 11 s’agit d’une
variabilité des émissions en rayons X du disque de 1'objet accré. Probablement corrélées a
I’écoulement du plasma dans les régions internes du disque ou la fréquence orbitale de la
matiére atteind le kHz si 'objet compact est une étoile & neutrons et 300 Hz un trou noir,
ces émissions présentent des variations rapides en intensité de ’ordre de la milliseconde.
Leur origine probablement magnétohydrodynamique et gravitationnelle leur confére un
caractére particulierement intéressant dans I’étude des objets compacts proprement dits,
en raison de la proximité de la zone ot prennent naissance ces émissions avec la surface de
I’étoile a neutrons ou de I'horizon du trou noir. Il est en effet possible de les utiliser afin
d’étudier les propriétés macroscopiques de la matiére dense, et de contraindre des grandeurs
caractéristiques des objets compacts tels que leur rayon ou leur masse. Les QPOs sont enfin
un moyen offert pour ’examen des lois de la physique et particulierement de la relativité
générale en champ fort. Ils contribuent également & I’établissement de contraintes sur les
équations d’état des étoiles a neutrons.

Ce travail tend a modéliser les QPOs par le biais d’'un modéle analytique déja établie
(voir réf. [9] et [12]) et se basant sur exploitation de résonnances au sein du disque.
Tout d’abord, le modéle sera introduit avant d’étre étudié et compris par des simulations
numériques. Enfin, il sera confronté aux observations relatives a I'objet 4U1636-536, un
systéme double dont la composante accréest une étoile & neutrons.



Chapitre 2

Les émissions X des systémes binaires

2.1 Les objets compacts

On nomme objets compacts les astres de petite taille par rapport a leur masse, qui con-
stituent des stades ultimes de I’évolution stellaire. Ces astres sont caractérisés par une
absence de combustion nucléaire dans leur intérieur ainsi qu'une masse M élevée qui leur
confére, au regard de leur rayon physique R de I'ordre d’une dizaine a quelques centaines
de kilométre, une compacité M/R impor. Ces objets possédent ainsi un fort champ grav-
itationnel et peuvent étre accompagnés de champs magnétiques dont l'intensité atteind
parfois les 10'2G. Formellement, est qualifi¢ de compact un astre dont le paramétre de
relativité = est supérieur a 1074, i.e.

_ GM R, 4
GM

Au sein de lexpression (2.1) et de sa définition (2.2), Rg désigne le rayon de Schwarzschild
de I'objet, c’est-a-dire la disa son centre de masse pour laquelle une particule test plongée
dans le champ de gravité de qu’il engendre tomberait avec la vitesse de la lumiére c. Le
paramétre = est ainsi une mesure du degré de proximité exisle rayon physique R de I’astre
avec son rayon Rg. Leur formation résulte d’une incapacité d’'une étoile mourrante a générer
la pression thermique qui lui permettait de contrebalancer sa propre gravité et qui était
jusqu’alors garante de son équilibre. L’obtention d'un type d’objet compact plutot que d'un
autre est uniquement fonction de la masse de I’étoile qui s’effondre. Il existe plusieurs type
d’objets compacts qu’il faut discriminer : les trous noirs, les étoiles a4 neutrons, les naines
blanches, ainsi que les hypothétiques étoiles étranges.

Les trous noirs sont conséquence de 'effondrement total d’une étoile de masse initiale M,
> 40 M et de masse écroulée M, > 3 M aprés un phénomeéne de type supernova. Il s’agit
d’un puits de potentiel infiniment profond, une é générant un champ gravitationnel intense
sur la matiére qui se trouve a son voi. Lors de la contraction de I’étoile, I'énergie relachée
casse les atomes constitutifs de la matiére du coeur en effondrement, que le potentiel
gigantesque du trou noir déforme la courbure de ’espace-temps et y aspire toute matiére et
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tout rayonnement. La relativité générale, théorie de la gravitation prédisant I'existence des
trous noirs, leur rattache plusieurs parameétres fondamentaux (masse M, moment cinétique
cinétique J et charge Q) et donne des solutions a certaines configurations de M, J et
Q. Un trou noir sans charge et sans rotation ( M>0, J=Q=0 ) est appellé trou noir de
Schwarzschild et constitue une bonne approximation de la majorité des trous noirs exis.
L’horizon désigne le rayon au-dela duquel il n’y a plus de transfert d’information possible
entre 'intérieur du trou noir et le reste de I’Univers.

Les naines blanches sont des résidus stellaires aux dimensions particuliérement réduites,
avec un rayon de 'ordre de 10000 km. Par conséquent leur luminosité est faible, et leur
détection difficile. Elles proviennent de 1’évolution d’étoiles de masse intiale M, < 8 Mg
pour une masse finale M, < 1.45M et posséde en moyenne une masse de 0.6 M. L’exis-
tence de tels objets est possible grace a l'ionisation de la matiére des couches internes de
I’étoile, induite par la forte densité de matiére. [’équilibre des naines blanches est rendu
possible grace a la pression de dégénérescence induite par les électrons de son intérieur.

Une étoile a neutrons est un objet compact provenant d’une étoile de masse initiale M,
> 8 Mg et de masse finale comprise entre 1.4 et 3 M. La pression de dégénéresce des
électrons ne permet plus de soutenir la masse du coeur stellaire, dont la densité augmente
pour atteindre des valeurs de I'ordre de la densité des noyaux atomiques. Le contrebalance-
ment de la gravité est assuré par une pression induite par les neutrons et les protons du
milieu. Par un équilibrage progressif de réactions de déégration 3 et de neutronisation, les
couches internes de 'astre s’enrichissent en neutrons jusqu’a l'instauration d’un équilibre
dynamique e~ + p* = n. La densité de la matiére des étoiles a neutrons fait que leur
équation d’état demeure encore incertaine et constitue un sujet de recherche a part entiére.

Enfin, la derniére catégorie d’objets compacts, les étoiles étranges, sont a mentionner. Il
s’agit d’astres compacts environ de fois plus petits que les étoiles a neutrons, dont le coeur
et parfois les couches intermédiaires sont constituées par des quarks de saveur S (Strange).
Le contrebalancement de la gravité est alors assuré par l'intéraction de couleur. Ces objets
demeurent a ce jour hypothétiques.

2.2 Variabilité des binaires de faible masse dans le do-
maine X : les oscillations quasi-périodiques

Les systémes doubles physiques sont formés de deux étoiles, souvent a des stade d’évo-
lution différents, orbiautour de leur centre de masse commun. Le potentiel gravitationnel
ainsi créé, ou potentiel de Roche, est fonction des énergies gravitationnelles par unité de
masse des deux astres et de la force centrifuge associée aux masses en mouvement. Dans le
référentiel de corotation, il s’écrit, avec 7 la variable de position, M; et M, les masses des
composantes de la binaire, 7; (1€1,2) les positions des composantes et ¢ la vitesse angulaire
du systeéme,

GM, GM, 1 ,
o) = ——— L T2 (G x ) 2.3
) |7 =rill (|7 =72l &) (23)

Les étoiles d’un systéme binaire sont spatialement délimitées par les équipotentielles du
potentiel de Roche. [.’évolution stellaire favorise des modifications de ce potentiel, puisque
fonction des masses M; et M,. C’est-a-dire que la forme de 'astre est contraint par une
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surface de potentiel cons. Lorsque 'une des composantes de la binaire présente un volume
qui rempli et dépasse son lobe de Roche, la matiére stellaire passe par le premier point
de Lagrange' (noté L1) du systéme de masses, et commence un transfert de matériel de
l'astre donneur vers le receveur : ¢’est le phénomeéne d’accrétion (voir fig. 2.1).

Les systémes binaires en accrétion et dont 'une des composantes est un objet compact,
présentent pour des raisons d’ordre gravitationnelles et de moment cinétique une géométrie
du flux de matiére particuliére. En effet, le plasma accrété forme un disque qui s’établi dans
le plan de I’équateur du receveur. Ces disques sont régis par une physique complexe, relevant
a la fois de ’écoulement turbulent, de la physique des plasmas et de I’électromagnétisme.
Les systémes accrépeuvent étre le lieu de phénomeéne d’éjection collimatées polaires, encore
mal comprises. Selon la masse et la présence d’'un champ magnétique propre au receveur,
ainsi qu’aux masses des composantes, le systéme double prend une dénomination spécifique
parmis I’ensemble des vocables qui qualifient la vaste taxonomie des systémes accré(voir
réf. [14]).

FIGURE 2.1 — Débordement du lobe de Roche et accrétion de matiére autour d’un objet compact.
(crédits : McGraw-Hill, The Encyclopédia of Science and Technology, Royaume-Uni, 2007)

Au sein de ’ensemble des objets physiques siéges de phénoménes d’accrétion, il existe des
systémes binaires composés d’une étoile & neutrons ou d’'un trou noir de masse intermé-
daire associé & un compagnon (en général une étoile de la séquence principale ou une géante
rouge), et dont 1’énergie d’accrétion est relachée dans le milieu interstellaire sous forme de
lumiére appartenant a la plage X du spectre électromagnétique. Ces systémes binaires
principalement émetteurs X sont appellés LMXB (Low Mass X Binaries) si le donneur de
matiére est de faible masse, soit une masse M < 1M,. Ils sont 'unique fenétre observa-
tionnelle connue a ce jour sur la matiére dense et la physique en forte gravité. En effet,
ils consistent en un lieux de test de la relativité générale, par exemple via la prédiction
de I'horizon des trous noirs. Les émissions X sont produites lors de la perte de I'énergie
potentielle gravitationnelle accumulée au cours de ’accrétion, et constituent la majorité
des émissions électromagnétiques de ces objets.

Le terme de variabilité des binaires X couvre l’ensemble des phénomeénes de variation
temporelle du signal X issus des LMXB, c’est-a-dire de 1’émission de photons d’énergie
I’ordre de 0.5 & 100 keV. La compacité des trous noirs ainsi que des étoiles a neutrons fait
que ces astres sont trés lumineux. En effet, la luminosité . d’un objet est proportionnelle

a son rapport M/R (voir équation (2.4) ou M représente le taux d’accrétion de I'étoile),

1. Le potentiel de Roche délimite des surfaces équipotentielles constituant une limite spatiale aux régions
subissant de maniére prépondérante les effets gravitationnels de la binaire. Ces surfaces fermées voient, leur
aire augmenter en fonction de la disa la binaire, et finissent par se rencontrer en un point ou le gradient
du potentiel de Roche ||[V®(r)|| est nul. Le premier point de Lagrange (L1) est le point de contact entre
ces deux lobes.
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ainsi les régions les plus internes du disque sont aussi les plus chaudes et les plus émettrices
de lumiére. Les derniéres dizaines de kilométres du disque possédent une période orbitale
de 'ordre de la milliseconde,

GMM

I
R

(2.4)

Les oscillations quasi-périodiques (QPO) sont un exemple de variabilité des LMXB. Elles se
caractérisent par un train de pics caractéristique, et sont consécutives a des variations de la
phase du signal X. L’intensité du spectre de Fourier correspondant (spectre de puissance)
comporte par conséquent un large pic, repéré dans le signal par des algorithmes qui inter-
pollent les QPOs par des fonctions gaussiennes ou lorentziennes. Un QPO est caractérisé
par la fréquence du maximum de son pic fy et sa largeur & mi-hauteur Af, son facteur de

qualité Q=fo/Af.

T
[Ty ]
[}
=
W2 i
= &
T (]
=
=
=
e
e
2]
E 9
[}
= — L -
Foox
=
=
[Fa]
=
[FH)
[
n
wog
5 ol i
oy
(]
" L L L L L 1 1 L L L L
200 500 1000 2000 5000

FREGUENCY {Hz)

FIGURE 2.2 — Détail sur le couple de pics (QPO jumeaux) au kHz de 'intensité de la transformée
de Fourier des émissions X du systéme binaire Cygnus-X1 (crédits : van der Klis et al., 1997, ApJ,
481, L97)

Des QPO produits & des fréquences de l'ordre du kiloHertz (kHz) furent décourverts dans
les années 1990 (voir réf. [4] et [17]) et rapidement détectées dans plusieurs dizaines de
LMXB de la Voie Lactée. Présents entre 350 et 1250 Hz, ils peuvent étresimple ou bien
avoir l'aspect de deux pics séparés de quelques centaines de Hertz dans le spectre de
puissance, d’ott leur dénomination de pics jumeaux (voir Fig. 2.2). Toutes les tentatives d’-
explication quant a 'origine de ces QPO, nombreuses depuis une dizaine d’année, restérent
infructueuses. Cependant, la nature relativiste des objets acrédes LMXB rappelle que la



D. M.-A. Meyer "Emissions des binaires X de faible masse" 9

théorie de la relativité générale prédit I’existence d’une derniére orbite circulaire stable (In-
nermost Stable Circular Orbit), au-dela de laquelle toute particule de matiére s’effrondre
sur la surface de I’étoile & neutrons ou traverse ’horizon du trou noir. Il a été établi (voir
réf. [3] et [14]) pour un champ de Schwarzschild que P'expression de 'ISCO est,

6GM
Risco = = 3Rs. (2.5)

c2

Les QPOs peuvent s’interpréter comme une signature de cette derniére orbite stable, ce qui
constitueraient un argument de taille en faveur de la validité de la théorie de la relativié
générale, mais participeraient également a la contrainte de ’équation d’état des étoiles a
neutrons. Une illustration de 'ISCO est reportée en Fig. 2.3.

Radius of the innermost stable circular orbit (ISCQO)

R
Newtonian
' /

Schwarzschild

Effective Potent&gl

FIGURE 2.3 — Comparaison des potentiels effectifs de Newton et de Schwarzschild, avec mise en
évidence du dernier orbite stable (ISCO) pour ce dernier (d’aprés Barret, 2006).

Outre les tests de la gravitation en champ fort, les QPOs sont des outils précieux dans la
contrainte de 1’équation détat des étoiles a neutrons (voir réf. [17] et réf. [12]). Cela peut
se voir de la maniére suivante : on sait d’une part que les différents rayons caractéristiques
du probléme tolérent la relation d’ordre suivante (avec R,pia le rayon de génération du

QPO),

0< R< RISC’O < Rorbital- (26)

D’autre part, les équations d’état des étoiles & neutrons se caractérisent par une relation
de polytropique du type,

P = P(p). (2.7)

Il est possible de convertir cette relation en une expression utilisant les variables de masse
et de rayon,



D. M.-A. Meyer "Emissions des binaires X de faible masse" 10

M = M(R). (2.8)

La traduction P=P(p) en M=M(R) se fait a partir des relations suivantes, dites d’Oppenheimer-
Volkov,

GM(R)p(R)\ ¢ M(R) + 4rp(R)R*P
9P| = - (CHUDRER)y 65325_2”%) ). (2.9
VM| = %32)5;. (2.10)
~ "Re?

Enfin, en injecau sein des deux comparaisons de I'expression (2.6) Iexpression képlérienne
de la pulsation orbitale du corps engendrant la formation d’'un QPO considéré,

1 /GM
Qorbital = % W (211)

Il est possible d’aboutir aux deux relations suivantes,

GM
S —— 2.12
i s ArvQPO’ (2.12)
1 o
M < . 2.1
- YQprPo <27T63/2G> ( 3)

Elles possédent la particularité d’étre dépendante de la fréquence du QPO, déterminée par
les observations, et donc de pouvoir sélectionner une région dans le digramme masse-rayon
des étoiles & neutrons (voir Fig. 2.4).
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FIGURE 2.4 — Tllustration de la sélection d’une partie du diagramme masse-rayon des étoiles a
neutrons au moyen de la mesure de la fréquence orbitale de la région du disque produisant un

QPO (Cole et Miller, 1998).



Chapitre 3

Présentation du modeéle analytique de
génération des QPOs

3.1 Modélisation des QPOs

La modélisation des QPOs est une thématique qui s’est fortement développée a partir du
début des années 1990. La maniére de procéder explorée ici consiste en la simulation de la
trajectoire d'une particule test placée dans le disque d’accrétion d’un systéme double dont
les grandeurs fondamentales (masse M, et rayon R, de I'objet accré) déterminent les ordres
de grandeurs des phénoménes mis en jeu. Les QPOs proviendraient du mouvement des
particules, oscillant successivement de part et d’autre du plan équatorial des objets accré,
a des fréquences évoluant au cours du temps. Soulignons enfin que certains travaux (voir
réf. [10] et [11]) complexifient le probléme en proposant des descriptions hydrodynamiques
d’accrétion ou encore en tenant compte de la magnétisation du disque.

Le modéle que I’on souhaite mettre a 'épreuve (voir réf. [8]) se base sur Iexploration d’un
phénomeéne de résonance de forcage au sein d’un disque de nature képlérienne. La force
excitatrice trouve son origine dans le caractére inhomogéne de I'intérieur de I'objet compact.
Si l'on considére une étoile & neutron d’'une LMXB dans un référentiel dont ’origine coincide
avec son centre de masse, I'inhomogénéité de ’astre se modélise ici par une sphére de masse
ponctuelle M, placée a une dis||ﬁp|| < R de l'origine. Le potentiel gravitationnel induit
sur un point du disque de 'espace va fluctuer selon que I'inhomogénéité s’éloigne ou se
rapproche de ce point. Les variations au cours du temps du potentiel sont induites par le
moment cinétique orlgital ), de 'objet compact. En choisissant un systéme de coordonnées
cylindrique et en noR,(t) = (rp, ¢, = 4t 2,) les composantes de I'inhomogénéité, on écrit
le potentiel total induit par 1’étoile,

GM GM.
O(r, g, 2,t) = ———=— — — - (3.1)
LRI [[R(E) — Ry(1)]]
O(r, ¢, 2,t) = GM GM, (3.2)

CE2 V=124 (2 = 2,)%

12
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Le caractére perturbatif de I'inhomogenéité permet de développer le potentiel ! (voir réf.

[9]) -

. am, GM, =i (VBT %
(Mn¢¢J)——\h2+22—\h2+22x}jbm(@(v?r:?>chMQ@)—Q¢».83)

m=0

Alinsi, le potentiel se comprend comme une superposition linéaire de termes dont I'influence
gravitationnelle décroit avec ’augmentation du mode m qui les caractérise.

La visé du disque est modélisé via l'introduction d’un coefficient de dissipation ~ dans
I’équation du mouvement. Cette perte d’énergie peut également s’assimiler & un phénomeéne
de transfert radiatif consécutif au chauffage de la matiére du disque. La limite intérieure
du disque est délimité par I'ISCO, seule trace de gravitation relativiste dans le modéle de
disque. Le champ de gravité dans lequel baigne le disque est un champ de Schwarzschild,
ainsi les expressions des épicycliques d’un corps son les mémes que celle de sa fréquence
képlérienne de révolution (voir réf [3]). Le fluide constituant le milieux est modélisé par
un flux de particules ne possédant pas d’interactions entre elles et subissant le potentiel
central (3.2) crée par l'objet compact. Une particule test de masse nulle est lachée sur
le disque a un rayon r(t) de l'ordre de quelques dizaines de rayons gravitationnels R, de
I'objet accré, avec un jeu de conditions initiales (r9,20,29) et dérive en direction du corps
central. La simulation est arrétée lorsque la particule arrive a la hauteur du rayon R;sco-

La modélisation du phénoméne de QPO dans les binaires X de faible masse adoptée dans
cette étude propose d’explorer le principe de résonnances entre les différents mouvements
périodiques auxquels est soumis la particule. LLe modéle propose de considérer le mouvement
épicyclique verticale qui rend compte de ’évolution de 'amplitude des oscillations de part
et d’autre du plan équatorial comme une quantité tributaire des mémes évolutions que
I'intensité X des QPOs. Le probléme est donc ramené a la compréhension d’un oscillateur
classique particulier. En effet, ’équation régissant ce mouvement est celle d’un oscillateur
harmonique représenl’épicyclique non perturbée, associée & un terme dissipatif représenles
pertes d’énergies ainsi qu’au terme de forcage induit par le potentiel ®(r, ¢, z, ).

La trajectoire oscillatoire du corps en accrétion dépendant en outre de paramétres vari-
ant au cours du temps et occasionnant des modifications des différentes pulsations qui la
régissent. L’explication provient de la dépendance des parameétres du probléme a la disr(t)
au centre de 'objet. Selon le choix de conditions initiales, le systéme peut étre le siége de
résonnances mécaniques, dont plusieurs types sont attendues. Tout d’abord, la résonnance
de corotation, caractéristique des corps en révolution prograde autour d’un objet central
possédant une fréquence intrinséque égale a la fréquence de rotation du corps,

=0, (3.4)

Viens ensuite la résonnance de forcage verticale, se produisant lorsque la fréquence épicy-
clique verticale de la particule égale un mode de la fréquence du terme de forcage, excitateur
de l'orbite de la particule,

1. Le passage de (3.2) a (3.3) avec lintroduction des coefficients de Laplace b2 (z) =

269 (2 —Q, . _ ; .
o 1+;(2)s_(;n2((cbos(¢—t)§%*t) dans le développement (1 — 2acos(f) + a®)~! = 1 Z;r:ioo b2 cos(j6). Notons

que &Y, est le symbole de Kronecker (65=1 et 52#0:0).
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mlQ — Q| = k.. (3.5)

Enfin, ce modéle de QPO postule I'existence d’'un phénoméne d’autorésonnance, c’est-a-
dire une situation ot le systéme en résonnance maintient lui méme les grandes amplitudes
du forcage. Ceci est modélisé dans I’équation du mouvement par un terme non-linéaire
dont des considérations d’ordre physique le portent au troisiéme ordre. Ainsi, I’équation du
mouvement vertical de la particule est I’équation différentielle du second ordre a coefficients
non consavec second membre (3.6). Les coefficients de ces termes sont résumés dans le
Tab. 3.1,

2(t) 4+ 292() + (1) 2(t) = az?(t) + B()2(t) + hys(t) cos(m(Qp — Q). (3.6)
| Paramétres de I'équation différentielle | Dénomination |
Qo pulsation propre de I'oscillateur au repos
wr =m(Qp — Q)+¢ amplitude de forcage
« coefficient du terme non-linéaire quadratique
15} coefficient du terme non-linéaire cubique
v coefficient d’amortissement du systéme

TABLE 3.1 — Coefficients des différents termes de I’équation du mouvement.

Cette équation sera dans un premier temps résolue numériquement. Puis, une méthode
d’approximation des équations différentielles, la méthode de la moyenne, lui sera appliquée.
Cette derniére posséde la propriété de donner accés a des conditions initiales particuliéres
dont 1effet est de provoquer la stationnarité de la solution z(t) au cours du temps. Ceci
renseigne, et de maniére analytique approchée sur les variations temporelles de I’amplitude.
Les erreurs relatives entre ces solutions approximées seront appréciées dans des situations
particuliére telles que ’'oscillateur harmonique dissipatif entretenu, ot une solution analy-
tique existe. Ensuite, les valeurs des parameétres fixes ainsi que des expressions analytiques
fonction du temps pour les coefficients de 1’équation seront établies a partir du modéle
présenté ci-dessus. Ceci permettra de produire des simulations qui pourront étre analysées.
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3.2 La méthode de la moyenne

La méthode de la moyenne est une méthode d’approximation visant a résoudre les équations
différentielles ordinaires. En physique, elle se préte particuliérement bien aux traitements
des phénoménes oscillatoires. Sa démonstration, ainsi son application sur quelques systémes
oscillatoires particuliers se trouve au sein de la réf. [18].

Cette méthode consiste en une écriture des équations différentielles : il s’agit d’une équation
d’oscillateur harmonique a laquelle I’on a rajouté un second membre. Ce second membre est,
représenté par une fonction f = f(x,z,€;) pouvant contenir une contribution différentielle
du premier ordre ainsi que des termes non-linéaires ou de forcage du systéme. Les coef-
ficients ¢; représenles différents coefficients sont tous petits devant 'unité. Nous écrirons
donc, avec (2 la fréquence propre du systéme,

i+ 0% =ef(n,,6). (3.7)

Puis, en metl’équation sous la forme d’un systéme de deux équations, et en effectuant le
changement de variable consisa introduire y afin de normaliser 1’échelle de temps, on a,

T = Qy, (3.8)

. T €
Yy = O —Qx + ﬁf(% Qy,€). (3.9)

Il est ensuite nécessaire de changer de coordonnées, et de passer dans un systéme de
représentation polaire (r,0) et défini par les relations,

x =1 cos(f), (3.10)

y = —rQsin(6). (3.11)

Enfin, apres dérivation de x et de y par rapport au temps, I'isolation des nouvelles variables
7 et 6 donne, en introduisant une écriture de la phase 6(t) = Qt + ¢,

7= —éf(r cos(Qt + ¢), —rQsin(Qt + ¢), ei> sin(Qt + ¢), (3.12)

b=0— T%f(r cos(Qt + ¢), —rQsin(Qt + ¢), ei) cos(Qt + ¢). (3.13)

La méthode de la moyenne stipule ensuite qu'un moyennage de la phase et de 'amplitude
approchée, ne possédant pas de dépendance explicite en temps est possible. Dans notre cas,
I’évolution temporelle des variables d’amplitude et de phase, regroupés dans un vecteur

X—=(r(t), (1)), est donnée en fonction du vecteur F' contenant les expressions analytiques
de r et de ¢,
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X — —

a;_t = el (X, ¢,t), (3.14)
dX 1T
Zre= | F(X, e, t)dt. 3.15
e | PR (3.15)

Cet exemple d’oscillateur contient un terme dissipatif symbolisé par le coefficient ~, un
terme forcage d’amplitude hy et de pulsation m(2 — Q,) = w; ainsi que deux termes
non-linéaires en 22 et 2® auxquels sont rattachés les coefficients o et 3, petits devant les
amplitudes des variations de r et de #. L’équation différentielle du mouvement est,

i+ w’r = —2vi + Bx® + hy cos(wyt + ¢). (3.16)

Le systéme & résoudre s’obtient avec f(rcos(6), —rQsin(0),¢;) = —2v& + az? + B2® +
hycos(wgt 4+ ¢). On a, en tenant compte de la période 7' = %’T et en noy = wyst + ¢,

r= ;—: ( — 2vrsin®(¢) + ar® cos®(¥) sin(¢) + Br® cos® () sin(v) + hy cos(wyt + @) sin(z/;)) ,
(3.17)
b= ;—Z (— 277 sin(¢) cos(v) +ar? cos® () + Br® cos* () + h s cos(wyt + @) COS(’Q/))) . (3.18)

[’intégration par rapport au temps du systéme composé des expressions (3.17) et (3.18)
méne, aprés regroupement des différents termes et réduction des expressions au méme
dénominateur afin d’y faire apparaitre la résonnance en 2 = wy, a,

hi — T hy (wysin(v) sin(wyT’) — 22 cos(v) sinQ(#)
/0 Tdt B < B Omega) * %( 02z _ WJ% >, (3.19)
T ¢ o _36’["2 hf QQ Sln(w) Sln2(£) + Wf COS(¢) Sln(wa)
/0 Tdt B ( 82 ) + 27rr< 2@2 _ %2[ ) (3.20)

[’équation différentielle moyennée ne dépendant plus explicitement du temps sera alors,
en écrivant les deux équations (3.19) et (3.20) sous la forme d’une fonction vectorielle

FO(§,€;) 2 telle que définie en (3.14),

hy wy sin(¢) cos(wT)—2Q cos(¢) sin%#)

. —_r 4
=0/ — r Omega 27 QQ—w?
F (y7€i) - y = . .o wpT . )
(b —38r2 hy 2Qsin(y) sin®(—5—)+wy cos(y) sin(wsT)
sa 1T o 0?-uw?

2. La démonstration détaillée de cette expressions se trouve en section 6.3 de I’Annexe.
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(3.21)

L’erreur commise par la méthode de la moyenne par rapport a la solution analytique,
évaluée avec un oscillateur dissipatif entretenu & la résonnance est de I'ordre? de 1076,

3.3 Oscillations non-linéaires et autorésonnances de forgage

L’autorésonnance de forcage est un mécanisme d’excitation des oscillateurs non-linéaires
qui intervient dans des systémes oscillatoires entretenus par une force extérieure quasi-
périodique dont les amplitudes restent de 'ordre de la perturbation par rapport a celles
du systéme. En effet, si les paramétres du probléme restent consau cours du temps, la
non-linéarité empéche le systéme de s’opposer a I’augmentation lente des ’amplitudes lors
de l'installation d'un régime de résonnance de forcage entre fréquence du systéme et de la
perturbation extérieure. Cependant, si la fréquence de la force excitatrice varie lentement
dans le sens du signe de la nonlinéarité, une augmentation en amplitude de la solution de
I’oscillateur est possible. Ceci s’explique par 'instauration lente mais durable d’un régime
de résonnance, cette fois-ci maintenu par le terme non-linéaire (voir réf. [5]).

Considérons un systéme dont ’équation du mouvement prend z pour variable de position.
[’analyse de I’évolution d’un tel systéme s’effectue a 1'aide de méthodes d’approximation
des équations différentielles telles que la méthode de la moyenne. Elles consistent en I'intro-
duction d’une écriture de la solution x(t) du systéme oscillant (voir (3.21)) dont le terme
A(t) représente les variations temporelles séculaires de la solution sur les grandes échelles
de temps (modulation basse fréquence de 'amplitude), que 6(¢) est relatif aux évolutions
rapides, 27-périodiques, du signal,

x(t) = A(t) cos(o(t)). (3.22)

La fonction £° (7, €;) permet de rechercher des points particuliers des systémes dynamiques,
les points fixes. Il s’agit dans notre cas d’'un ensemble de couples (A, ¢) qui, une fois utilisés
comme conditions initiales lors de la résolution d’équations différentielles du mouvement,
conférent au systéme une solution en terme d’amplitude et de phase stationnaire. Pour un
oscillateur linéaire a coefficients cons, ces points fixes (voir Tab. 3.3) sont les conditions
initiales pour I’évolution stationnaire du systéme (le portrait de phase correspondant est un
point situé en (g, Zo)). L’obtention des portraits de phase nécessite de convertir les points
fixes de (79, o) & (g, To) en éviles expressions qui possédent des points . En se basant sur
les définitions (3.10) et (3.11), on trouve,

xg 1o ] = 1o cos(¢op), (3.23)

It tan? (¢

. roQ2tan(¢o) .
Ty = (o) = roQ2sin(¢y). (3.24)

3. Voir Annexe 6.3.
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Dans le cas d’une autorésonnance paramétrique, ces points se nomment quasi-fixes et per-
mettent de mettre aisément en évidence les variations de 'amplitude dues au phénomeéne
de résonnance. Ils s’obtiennent via,

(3.25)

Notons enfin que les points fixes pour des systéemes dotés d’un terme de forcage sont
déterminés a la résonnance. L’expression de ﬁo(g, €;) tenant compte de cette résonnance
est déterminée en prenant la limite des composantes du vecteur (3.21) pour 2 — wy. La
régle de ’'Hospital est toute indiquée pour calculer cette limite. Il vient de (3.25) Pexpression
un point quasi-fixe de notre modeéle? :

—29AB)Q(1) —27A(H)Q()

h(t) . hr(t)
tan(,@) ‘”(,M) >0
8h (1) 8h
tan (,GE(J;)Ai”(t)) +m 8Z<766({5)A3(t)) <0,
8hy(t) 8hy
h(t) sin
Alt) = _hf)sin(@) (3.26)
Q(t)y

Afin de déterminer A(t) pour un temps donné, on isole ¢(t) a partir du systéme (3.25)
avant de linjecter dans I'une des deux expressions du systéme non-linéaire en A(t). De
maniére équivalente, 'amplitude de la solution provient de la résolution numérique d’une
des expressions suivantes,

—2A(t)y

hy(t) < 0
sin ( tan( )) =0, (3.27)
8h(t) EIEOKD

A(t)y +

*ZA((t))W

t

+ hf COS (tan(W)) = O (328)
8hy(t)

3A(t)B(1)
8Q(1)

4. Voir explication en fin de ’Annexe 6.4 : il faut tenir compte de la dépendance temporelle des coeffi-
cients
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| Termes | Equation différentielle | Points fixes |
Oscillateur H. i+ Q=0 (70, $0)
Oscillateur H., 3 i+ Q%x = B + hy cos(wyt) ((4hf) iw)
Oscillateur H., v I+ 2v& + Q%x = hy cos(wyt) (;Tf»ya ig)
Oscillateur H., B, v | & + 2v& + Q%x = B2 + hy cos(wyt) ( (hf;;;;(qb)) QZ;)

TABLE 3.2 — Quelques points fixes obtenus a partir de la méthode de la moyenne pour
différentes versions du systéme oscillant (harmonique, dissipatif, non-linéaire quadratique

et forcé a la résonnance). Le tilde sur la quantité ¢ indique que sa valeur s’obtient néces-
sairement, de maniére numérique.

Un exemple d’autorésonnance ( il s’agit ici d’une autorésonnance paramétrique, c¢’est-a-
dire d’entretient d’un régime de résonnance par modification de la fréquence propre d’un
systéme, mais sans perturbation extérieur) est donné en Fig. 3.1. Il s’agit d’un oscillateur
de Mathieu muni d’un terme cubique dont la fréquence propre est modulée dans le temps
de maniére idale par un terme de pulsation w, (voir équation (3.28)),

F(t) 4+ 2va(t) + Q2 (1) (1 + h, Cos(wp(t)t)>x(t) = B(t)x*(t). (3.29)

On y retrouve la lente augmentation de 'amplitude au cours du temps, signe de I’entrée en
résonnance. Les évolutions 2m-périodiques rapides dues au terme de Mathieu ne sont pas
résolues sur la Fig. 3.1. La courbe verte représente ’approximation globale de I’amplitude,
issue des équations moyennées (voir réf [12] pour I'obtention de 'expression (3.30)),

A(t) =

Wl Do

Q, %(v—ot + %) (3.30)

3.4 Evolutions des parameétres du modéle en fonction du
temps

Le systéme physique que nous considérons est constitué d’une particule test placée dans un
potentiel gravitationnel central et qui traverse le disque d’accétion pour tomber sur 'objet
compact. L’évolution de la position de la particule est régie par un ensemble d’équations
paramétriques (r(t),z(t)) ot r représente la disau centre de 'objet accréet z la position dans
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FIGURE 3.1 — Amplitude |#(t)| d’un systéme en résonnance paramétrique (rouge) avec illustration
de la méthode de la moyenne pour les variations de 'amplitude A(t) de la solution (vert). Exemple
d’un oscillateur de Mathieu non-linéaire.

la direction perpendiculaire au disque. Les varations de r(t) sont non-linéaire en raison de
la densité surfacique de masse (voir réf.[12]), que celle de z est de nature oscillatoire (se
reporter a I’équation (3.6)).

Les quantités qui déterminent la trajectoire selon la direction z, et que I'on retrouve sous
forme de coefficients dans I’équation différentielle (3.2), sont sujet a des évolutions de nature
temporelle. En effet, si I’on considére un flux de particules du disque s’effondrant sur I’objet
compact, alors la conservation de la masse & un rayon donné, dans le référentiel solidaire
du disque de densité p(r), en coordonnées cylindriques (r,¢,z) et selon le sens opposé a la
direction €.,

10

9 p(r) + 9 (1)) = 2pr) + 2 (rplr)) =0 (3:31)

En supposant que le disque d’accrétion est un disque mince de densité surfacique de masse
indépendante du temps (voir réf. [12]), donnée par une loi de puissance du type,

S(r) = 20(%)a; a#2. (3.32)

On a, avec 1y le rayon d’introduction avec la vitesse vy de la particule dans le disque,

% <r27r2(7’)vr) = % <r027r2(r0)vro) =0. (3.33)
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Soit une écriture de la conservation de la masse,

r273(r) v, = 127 3(7r0) Uy - (3.34)

Ceci nous améne a une paramétrisation de la projection de la trajectoire de la particule sur
la surface du disque en fonction du temps. Les différents paramétres dont sont tributaires
les mouvements épicycliques sont tous fonctions de r(t). Nous trouvons, avec ’expression
de la disau rayon r(t) (avec a # 2),

1

r(t) = <7’8‘+2 —(a+ 2)7’8‘“@075) o (3.35)
D’ou,
GM,
Q(t) = 00 (3.36)
GM,
k(1) == Q(t) = 00 (3.37)

L’expression de 'amplitude du terme de forcage est déterminée via la seconde loi de Newton
appliquée a 'objet de masse M, sur la particule de masse m. Le caractére perturbatif du
terme dont h(t) constitue ’amplitude est assuré par I'introduction de maniére ad hoc d’un
scalaire € « 1,

F GM,
hy(t) = 6IIEQH =) (3.38)

Le coefficient cubique est obtenue par identification en perturbant de z la composante
verticale de la force représentative de I'interaction gravitationnelle. D’otl, avec ® le potentiel
gravitationnel défini en (3.1),

. M,
PG =g = —v(@)e = 2 GMm (3.39)

N OEES

En se souvenant que la variable z joue le role d’une perturbation, donc qu’elle tolére
la comparaison z < r(t) V t, on peut effectuer un développement limité du potentiel
gravitationnel au premier ordre,

(1) + Q22(t) = (;%)zm). (3.41)

D’ou :
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302

B(t) = 2720 (3.42)

Ces expressions (3.35) a (3.42) sont ensuite injectées dans I’équation (3.6). Une équation
différentielle définitive du mouvement verticale de la particule, qu’il faudra adimentionner
avant d’intégrer numériquement est ainsi obtenue,

5(1) + (1) (g]g)) _ A0 (%) + e<i](\;[)) cos(m<<f3](‘f;)(” v Q). (34



Chapitre 4

Résultats et interprétation

4.1 Nature des données relatives a ’objet 4U1636-536

Il convient & présent de comparer le modéle présenté en section 2.1 aux observations as-
tronomiques. Pour ce faire on confronte les simulations de la trajectoire z(t) aux résultats
de D.Barret et al. (voir réf. [2]). Dans cette étude, Iauteur explore le lien entre baisse
du facteur de qualité d’'un QPO au-dela d’une certaine fréquence d’émissions X chez les
binaires de faible masse. Il conclu, aprés un examen détaillé du systéme 4U1636-536 que
cette tendance peut étre interprétée comme une signature de I'ISCO, ce qui constituerait
la premiére preuve de relativité générale en champ fort. Il conjecture enfin que cette ten-
dance doit se retrouver pour les autres binaires du méme type. L’ensemble des données qui
servirent a cette démonstration sont issues des archives du satellite Rossi X-Ray Timing
Explorer (RXTE).

L’objet 4U1636-536 est la quatrieme LMXB découverte au sein de la Voie Lactée. Il s’agit
d’un systéme double dont la composante accréest une étoile & neutron de masse M comprise
entre 1.4 & 2 M. Sa fréquence de rotation intrinséque est estimée a 582 Hz. Une discussion
de cette valeur a cependant vu le jour dés 1999 (voir réf [6]), lui prédisant une fréquence
inférieur, de 'ordre de 291 Hz. Ces valeurs fluctuant du simple au double peuvent s’inter-
préter comme un discussion de l'inclinaison du plan équatorial par rapport a ’observateur.
En effet si 'objet accréposséde deux poles actifs et que son axe polaire est perpendiculaire
a la ligne de visée, deux signaux relatifs a la rotation de 1’étoile se moduleront et donneront
une valeur de ), doublé par rapport a la réalité. Le taux d’accrétion de 4U1636-536 est celui
d’une LMXB s, soit M ~ 1078M,.an"!. Cet objet posséde surtout un QPO aux alentours
de 870 Hz (voir réf [19]). La découverte ainsi que 1’étude détaillée de ce QPO particulier
est relativement récente puisqu’elle date de I'année 1996. C’est enfin 4U1636-536 qui a mis
a jour le comportement particulier du facteur de qualité des émissions X des LMXB, vérifié
depuis pour d’autres systémes doubles de la galaxie. L’évolution des facteurs de qualité
des pics de la transofmée de Fourrier de sa lumiére X (voir Fig. 4.1) sert de référence a la
branche théoricienne de la communeauté qui étudie les QPOs. C’est cette courbe que I'on
souhaite reproduire numériquement.

L’analyse du signal s’effectue de la méme maniére que celle employée par les observateurs :
les données (la simulation de z(t) dans notre cas) est découpée en fenétres au sein desquelles
les informations sont converties de 'espace direct (z(t),t) dans l'espace des fréquences
(F(f),f). Les données RXTE sont analysées a 1'aide d’une méthode de fenétrage variable.

23
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FIGURE 4.1 — Evolution du facteur de qualité Q du QPO & 850 Hz environ de 4U1636-536 en
fonction de sa fréquence (voir réf [2]).

Les observations sont découpées par D.Barret en tranches allant de 8 & 512 s. Pour chacun
de ces intervalles de temps successifs, la transformée de Fourier discréte du signal f(t),
définie par I'expression (4.1) est effectuée. Un facteur de qualité est ensuite tiré de chaque
transformeées. Les facteurs sont par la suite moyénnés pour une fréquence donnée,

F(f) = = > r)e A (4.1)

T or

L’algorithme choisi pour réaliser la transfomée des simulations est celui de la transformée
de Fourrier rapide (voir réf.[15], qui posséde I’avantage d’optimiser le temps de calcul d’un
signal disponible sur n valeurs discrétes de O(n?) a O(nin(n)) itérations.

La transformée de Fourier relative aux fenétres décrites précédement est élevée au carré,
donnant ainsi accés a la densité spectrale de puissance de la transformée de Fourrier.
Les grandeurs rendant compte du signal au sein d’'une période d’étude de la simulation
sont tout d’abord la fréquence fy; du maximum du pic de 'intensité de la transfomée de
Fourrier T :=|F(f)]?, correspondant a la premiére harmonique de la décomposition en série
de Fourrier de la simulation. Ce pic principal est identifié et interpolé linéairement afin
d’en extraire la fréquence f; correspondant au maximum de ce pic ainsi que le facteur de
qualité Q définie en (4.2) avec f; et fy les fréquences de demi-intensité du pic montrant
son maximum & fy. La différence |fy — fi| constitue la largeur a mi-hauteur du pic,
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__fo
Q= A (4.2)

La représentation graphique de I’ensemble des doublets (fo,Q(fo)) obtenus sur I'ensemble
de la simulation constitue alors le résultat qui permettra de se prononcer, au regard des
observations, sur le modéle étudié. Notons que les quantitées QQ et fy sont calculés a partir
d’une transformée normalisée.

4.2 Simulation de l'accrétion d’une particule par une
étoile & neutrons

Pour des raisons d’optimisation et de flexibilité du programme, il est nécessaire de nor-
maliser les grandeurs simulées. On choisi de ramener les différentes fréquences du probléme
a la fréquence du disque €2, évaluée au rayon gravitationnel R,

3 GM,
%= cr = =l (4.3)

Les coefficients d’additionnement par les dimensions de longueur, de temps ainsi que la
vitesse sont le rayon gravitationnel de 'astre R,, la période T, de la particule au rayon
R,, ainsi que la célérité de la lumiére dans le vide. Ils entretiennent entre eux la relation
suivante,

¢cx T, =R,. (4.4)

On en tire I’équation normalisée du probléme, avec z;, x(t = 0) = z et T les longueurs et
temps normalisés, et So=v/c. En posant,

1

r(t) = (7‘8‘” — (a+ 2)7“8‘“2}015) a_+2, (4.5)

on obtient,

0+0aky) =) o) ).

Les simulations que I’on peut effectuer a partir de 'expression (4.6) sont dépendantes d’un
ensemble de parameétres. Il s’agit des conditions initiales relevant de la physique de I'objet
étudié (rayon et vitesse rg, vy d’introduction de la particule dans le disque, coefficient de
dispersion 7y, position et vitesse zg et Zy de la particule selon la direction perpendiculaire au
disque) et du mode m du développement du potentiel. De plus, la simulation est effectuée
en raccordant des intervalles de calcul d’une durée 74 comporN1 points de mesures, chacun
disde At = 7¢/N1.
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La transformée de Fourrier est ensuite effectuée avec un procédé de fenétrage similaire : un
temps d’analyse du signal se voit déterminé par le parameétre Tpepere. 1l s’agit donc d’une
évaluation sur N2=7peperre /At points. Notons que Tpeperre défini la fréquence d’échantillon-
nage du signal z(t), et doit de ce fait vérifier le théoréme de I’échantillonnage de Nyquist-
Shannon. La résolution en fréquence est ainsi données par,

1
Avs —— (4.7)
2TFenetre

800000 T T T T T T T

700000 [~ E
v
©
S 600000 |- E
@
Q
c
< 500000 |- .
2
g
3]
<
2 400000 |- -
©
o
o
I
2]
£ 300000 -
>
o
[N
°
Q
% 200000 [ -
c
o
[a]

100000 E

0 1 1 1 1 1 1 1
100 150 200 250 300 350 400 450 500

Frequence (en Hz)

FIGURE 4.2 — Détail d’une densité de spectrale puissance du signal effectuée sur une trop grande
fenétre au regard du gradient de fréquence que présente le signal (lorsque la particule approche de
'ISCO), et avec un pas en fréquence (Av—=9.54x10""y,) trop grand pour résoudre le spectre en
une succession de pics resserés : il en résulte un facteur de qualité Q faussé (conditions initiales :
r0=50 Ry, vo/c = 1075 (gauche) et vo/c = 107> (droite) , Y=1075 Tpenetre = 524288 xT,).

La grande difficulté de la reproduction de la courbe issue des observations RXTE tient dans
le caractére variable du fenétrage employé afin de calculer les facteurs de qualité Q. En
effet, cette suite de points a été obtenue (voir réf. [6]) en superposant des couples (Q>30, fo)
calculés sur des échantillons variables de segments de données. Ainsi, les facteurs de qualité
ne sont directement comparables entre eux qu’a la condition qu’ils soient issus d’un méme
balayage des données. Ils doivent seulement étre interprétés comme une mesure du nombre
de périodes du signal X qui se trouve dans une fenétre temporelle a partir de laquelle
est effectuée la transformée de Fourrier. Les différentes plages sont des multiples de deux

exprimés en secondes, soit 8 pour la plus courte et 512s pour la plus longue.

Il en va de méme pour la fréquence du maximum de la densité spectrale de puissance fy,
qui est rattachée a un effet suplémentaire. En effet, le calcul de la k-iéme (k>0) transformée
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FIGURE 4.3 — Détail d’une densité de puissance spectrale du signal effectuée sur une petite fenétre
temporelle capable d’isoler une seule composante du spectre, et au sein de laquelle la fréquence
ne varie pas trop (lorsque la particule débute sa chute vers 'objet compact). Le pas en fréquence
est suffisement petit (Av—9.54x10""y,) pour résoudre le spectre en pic de Dirac : il en résulte
un bon facteur de qualité Q (méme conditions initiales et méme pas de temps At=0.5T; qu’en
Fig. 4.2, mais avec Trepetre = 8192xT)).

de Fourier est évalué a partir du segment de signal 7z(t) € [Tk, Thr1 = Tk + TFenetre), que
I’algorithme FFT va concaténer un grand nombre de fois avant d’en extraire les coefficients
relatifs aux différentes harmoniques. Ce segment de données simulées est donc la convo-
lution du signal quasi-périodique X avec une fonction porte II(7penetre, 25'), d’une largeur
TFenetre €1 temps, centrée en son milieu 2" = 7y + Tpenetre/2 €t comporN2 points (7,z(7)).
Il s’agit donc, et sur N2 points également, d’évaluer,

1 +00 A N 4
2_ (Z(Tj) * H(TFenetrea ergn)>62”wj At X (M), (48)
T 20 2
Ij.
Av; oc . 4.9
J N, ( )

Ainsi, la transformée de Fourrier sera un cardinal centrée sur la composante principale
du signal dans le spectre et dont la largeur a mi-hauteur Av de l'oscillation centrale est
proportionnelle a l'inverse du nombre de périodes N2 comprises dans la fenétre Trenetre
(voir équation (3.9) et réf [2]). Un grand N2 donnera une transformée qui tend vers un pic
de type Dirac, dont le facteur de qualité pourra aisément se calculer, pour peu qu’il soit
suffisamment résolu en fréquence (c’est-a-dire que le pas en fréquence Av soit suffisement
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FIGURE 4.4 — Simulations du signal X de la particule (conditions initiales : 7o=50 R, vo/c = 1076
(gauche) et vg/c = 1075 (droite) , y=107%,At=0.375 T,) affichées sur la fenétre [6,25] R,.

petit). Ceci est réglable de maniére relativement facile si la pulsation du signal demeure
conssur la durée Tpepeire, comme en début de simulation. Cependant, lorsque les premiéres
résonnances se font sentir, le nombre de périodes comprises dans une fenétre augmente.
Pour une fenétre donnée, 'information contenue est plus grande et le nombre d’harmoniques
calculés d’auplus impor, pour la résolution A,. Par conséquent, la multitude de pics des
transformées des segments a haute fréquence se voit lissée (voir Fig. 4.2), et la fréquence
du maximum du pic principale faussée par rapport au facteur de qualité correspondant.

Les conditions initiales choisies afin de lancer les simulations sont les suivantes : la particule
est lachée a une disdu centre de I'objet compact de ry—=50R,, avec une vitesse vy/c =
107°. Les simulations sont le produit par concaténation de segments de 400x 7T, de durée
normalisée comporN1=800 points chacun. Ces paramétres responsables d’un pas de temps
Ay = 0.5xT, sont ajustés de maniére a résoudre le signal avec, en moyenne, une dizaine
de points par période lorsque le systéme oscille a hautes fréquences. La fenétre de calcul
du spectre est telles que l'intervalle Tpepetre X T, contienne au minimum 170 périodes. Le
paramétre perturbatif v, responsable de la dissipation est de 107%. Quelques simulations
d’essai invite & prendre un paramétre e=10"* dans I’expression de I'amplitude du terme de
forcage hy.

La forme du signal intégré numériquement se trouve en Fig. 4.6. [’augmentation des am-
plitudes est en accord avec les rayons vérifiant la condition de désonnance (3.5), reportée
dans le Tab. 4.2, soit environ 18.46 R, pour le mode m=1 et une pulsation Qx=(2,/2. On
peut noter que I'analyse des spectres de Fourrier pour chacun des modes m=1, 2 ou 3 ne
permet pas de retrouver le pic jumeau a 850 Hz (voir Fig.2.2). Le modéle va dans le sens
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Mode m
Vitesse orbitale Qx (en €2,)

1
1

| | | 2 | | BE
| | [2/3 | 12 | 3/4 | 3)2 |
| Fréquence de 'étoile a neutron (en Hz) | 582 | 582 | 582 | 582 [ 582 |
| Rayon de résonnance (en R,) | 18.46 [ 15.23 | 18.46 | 14.08 | 8.87 |
| ) | |
| | |

(]

Fréquence de I'étoile a neutron (en Hz)
Rayon de résonnance (en R,)

270 | 270 | 270 | 270 | 270
30.80 | 25.42 | 30.80 | 23.50 | 14.80

TABLE 4.1 — Conditions de résonance de forcage en fonction de la valeur de la pulsation
intrinséque de 'objet accré.

de l'interprétation de ce pic en qu’effet statistique au lieu de le considérer comme un pic
physique.

L’interprétation physique des simulations issues du modéle se résume ainsi : une particule
est lachée dans les régions externes du disque d’accrétion d’'une LMXB, aux alentours de
R—50R,. Par gravité, le corps dérive en spiralant sur des orbites qui vont en se restreignant
vers I’étoile & neutrons. Le mouvement épicyclique verticale de la particule est tout d’abord
modulé par la composante différentielle du premier ordre en 22 lors d’un régime transitoire.
Une premiére augmentation linéaire de I’amplitude verticale des oscillations voit le jour en
raison de la forme particuliére de la solution de l'oscillateur dissipatif forcé (voir Annexe
6.2). Ensuite, le disque perd en épaisseur et la dissipation se fait moins sentir. Un mécanisme
d’autorésonnance s’instaure : le terme non-linéaire modifie progressivement la fréquence
propre Qk (t) de la particule, et le systéme s’adapte pour conserver une symmétrie de phase
entre Qg (t) et 'un des modes du potentiel gravitationnel. En fonction de la vitesse radiale
initiale du corps, 'amplitude peut ensuite baisser, mais le systéme reste en phase avec la
composante excitatrice extérieur, ce qui peut conduire & un deuxiéme pic de I'amplitude.
[’analyse des simulations dépend fortement de la fénetre temporelle et des résolutions At
et Av employées pour effectuer leur traitement.

On choisi a présent de suivre les évolutions en fonction de la fréquence du maximum des
facteurs de qualité (voir Fig. 4.6) obtenus lors d’analyse différant par le fenétrage d’une
méme simulation. En effet, un grand facteur de qualité est la signature d’une transformée de
Fourrier constituée d’un pic principal et donc d’une fenétre de calcul sur laquelle le gradient
de fréquence est faible (il peu s’agir d’une grande fenétre couvrant de grandes périodes, ou
bien d’une petite fenétre couvrant de petites périodes). Il est néessaire de couvrir plusieurs
dizaines de périodes correctement résolues afin d’obtenir un @ satisfaisant. De ce fait,
les facteurs de qualité calculés aux hautes fréquences avec une fenétre trop grande seront
ignorés (leur grande largeur & mi-hauteur les place en-dessous de ceux calculés avec un
fenétrage plus petit). Réproquement, les facteurs obtenus aux basses fréquences pour une
petite fenétre contiennent peu de périodes, ce qui engendre un Q petit, supplanté par ceux
calculés avec des fenétres plus grandes.

Le caractére décroissante de la courbe du maximum de facteur de qualité de la Fig. 4.6
est le contraire de ce que nous souhaitons reproduire numériquement. Ces variations se
retrouvent pour ’ensemble des courbes de maximum du facteur de qualité réalisée avec
différentes simulations, dont la seule différences consiste en la valeur de la vitesse radiale
initiale vy (voir Fig. 4.7). Ceci peut se comprendre ainsi : la particule test lachée dans le
champ de Schwartzschild posséde une accélération positive entre de rayon initial de la sim-
ulation et I'ISCO, borne temporelle supérieur de I'intégration des équation du mouvement,
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FIGURE 4.5 — Facteur de qualité Q en fonction de la fréquence fy du maximum de la den-
sit¢ spectrale de puissance (conditions initiales : 79=25 R,, #(0)=0.0 Ry, v=10"%At=0.375
Ty, Ay=1/(2TFenetre)Vq, représenté pour différent fenétrage (rouge : Trepetre=4096xTy, vert :
TFenetre—8192xTy, bleu foncé : Trepetre=16384xT,, violet : Trepetre—32768x7T,, jaune
TFenetre=05536 X Ty, bleu clair : Tpepetre=131072x T}, brun : Trepetre=131072xT,).

(physiquement, elle continue sa tombée sur 1'objet compact et atteind une vitesse égale a
¢ & hauteur du rayon de Schwartzschild Rg). La fréquence propre du systéme augmenavec
le rayon r(t), la particule passe plus de temps dans les régions du disque o sa période
est grande, donc sa transformée de Fourrier posséde un pic principal (qui sera correcte-
ment résolu si N} est assez grand '), puis traverse de plus en plus rapidement les régions
internes du disque, dans lesquelles sa période augmente et sa fréquence diminue. Pour les
raisons illustrées en Fig. 4.2 et 4.3, les facteurs de qualité seront plus faibles. Notons que
ces simulations ont été effectuées avec un disque présenune densité surfacique massique
consen fonction de r(t) (a=0, voir équation (3.32)). Il est possible d’améliorer le modéle de
génération des QPOs en considérant cette fois-ci une densité de matiére élvée aux petits
rayons, soit un a<0. Une vitesse (I’expression au sein du modéle est reporté en (4.10))
diminuant avec le rayon se justifie physiquement par les phénoménes de pression, de chocs
et de transferts radiatifs subis par le plasma accrété dans la région centrale du disque,

(14+a)
v(t) = = 0T lyr(t) ") = —vo(%) : (4.10)

Les capacités des machines employées imposent un exposant a < —2.3. En effet, si la

1. On compte une quizaine de points par périodes pour étre certain de résoudre la transfomée de Fourrier
d’une maniére qui soit satisfaisante
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FIGURE 4.6 — Facteur de qualité Q en fonction de la fréquence fy du maximum de la densité spec-
trale de puissance. Le maximum des facteurs obtenus avec les différents fenétrages est représenté
en fonction de la fréquence du maximum de l'intensité du spectre de Fourrier par les cercles
bleus (conditions initiales : 79=25 Ry, z(0)=0.0 Ry, v=1075,At=0.375 Ty, Av=1/(2TFenetreVy),
représenté pour différent fenétrage (rouge : Trenetre=4096xTy, vert : Tpepetre=8192xT,, bleu
foncé : Trenetre=16384xT,, violet : Tpepetre=32768xTy, jaune : Trepetre=65536xTy, bleu clair :
TFenetre=131072Xx Ty, brun : Trenetre=131072xTy).

vitesse de chute ralentie trop lentement, le temps de calcul devient gigantesque. Ainsi, si
I'on souhaite obtenir les résultats dans un délai résonnable (24h maximum), il est judi-
cieux de choisir a=(-3). Les résultats sont reportés en Fig.[4.8]. La courbe Q(fy) présente
la monotonie croissante que ’on attendait, tout en resentachée des variations de Q aux
faibles fréquences, lors du début de l'intégration, ainsi que d’un certain nombre facteurs
de qualité anormalement bas pour des fréquences f; > 800Hz. Ces points (Q,fo) posent
des questions quant a la robustesse des méthodes et des programmes qui les générent. La
méthode numérique de résolution des équations différentielles employées est la méthode de
Runge-Kutta d’ordre 5. Bien qu’a I'origine de dégradation de la valeur du moment cinétique
des systémes conservatifs, elle ne peut étre mise en cause puisque le probléme gravitationel
a deux corps de la LMXB n’est pas résolu. Elle serait néanmoins a remplacer par une
méthode de type symplectique si I’on désire résoudre en trois dimension la trajectoire de
la particule. Un calcul de la fonction (Q,fo) pour un signal f(t)=sin((Qy+;t)t) avec (£
« §p) renvoit une courbe avec les mémes biais que ceux de la Fig.[4.8], au lieu d’un al-
lignement strictement monotone croissant de pics de Dirac vers les hautes fréquences. Ceci
invite & interpréter ces erreures comme issues de l'interpolation linéaire des pics du spectre
lors du calcul des facteurs Q. Peuvent étre en cause ’ordre de la méthode d’interpolation
employé, mais aussi la résolution en fréquence des pics. Cette derniére hypothése souléve
en conséquence la question de I'optimisation du programme, trés cotliteux en mémoire dans
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FIGURE 4.7 — Evolution du maximum des facteurs de qualité & chaque fréquence en fontion de
la fréquence du maximum du spectre de puissance de la transformée de Fourrier pour différentes
vitesse radiale vy initiale (rouge : vo/c = 1074, vert vg/c = 1075, bleu : vg/c = 1075, rose : courbe
observationnelle (voir réf. [2])).

sa version actuelle.

L’implémentation de ce modéle contient deux paramétres fondamentaux qui déterminent
les caractéristiques de la LMBX dont on simule ’accrétion : la masse et de la pulsation
de la rotation intrinsque de létoile & neutron. Il n’est pas nécessaire de tenir compte de
la période de la rotation du compagnon, négligeable devant celle de I'objet compact. En
revanche, en sachant la valeur observationelle de la fréquence de 'orbite de la particule a
I'ISCO est de v;5c0=1571 Hz et que des simulations qui faisant varier la masse de létoile
de M=1.4 & 2 M, donne des valeurs de v;5c0 proche d’environ 1550 a 1580 Hz, on peut
conclure que le modéle est cohérent avec les estimations actuelles de la masse des étoiles a
neutrons.

L’application de la méthode de la moyenne a 'oscillateur non-linéaire dissipatif entretenu
qui décrit le mouvement épicyclique vertical de la particule pose un dernier probl‘eme.
Cette méthode a été au préalable essayée avec succés sur différents oscillateurs melant terme
harmonique, dissipatifs, non-linéaire, oscillateurs de Van der Pol ou encore de Mathieu. Elle
permet d’avoir accés a une expression explicitement indépendante du temps de I'amplitude
A(t) de leur solution, et de trouver des expressions analytiques aux points fixes en amplitude
et en phase qui laissent le systéme évoluer de maniére stationnaire s’ils sont pris comme
conditions initiales du probléme. Pour, I'introduction du terme de forcage dans 1’équation
différentielle ne permet plus a la méthode de la moyenne de rendre compte des variations
de I"amplitude des oscillations (Fig. 4.9), que 1'on évalue cette amplitude hors ou bien en
condition de résonnance entre la force excitatrice et le syséme. Il en va de méme pour
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FIGURE 4.8 — Evolution du facteur de qualité Q en fonction de la fréquence du QPO, pour une
densité de surface en a=(-3) et les conditions initiales ro=25 Ry, z(0)=0.0 Ry, y=10"%,At=0.375
Ty, Av=1/(2TFenetre)Vq €t 20—107%. La courbe de droite est débarassée des points considérés
actuellement comme problématiques. On remarquera la modification du taux de croissance moyen
de la courbe aux hautes fréquences (v>800hz).
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FIGURE 4.9 — Evolution de I'amplitude du signal z(t) en fonction du temps et comparaison avec
celle calculée avec la méthode de la moyenne.

la recherche d’un point quasi-fixe (voir Annexe 6.5), dont les variations de Pamplitude
et de la phase sont reportées en Fig. 4.10. On peut y vérifier le blocage de la phase a
¢(t)=—m (courbe de gauche), ce qui constitue une propriété de l'autorésonnance (voir
réf [5]), cependant la décroissance de 'amplitude en fonction du rayon r(t) (courbe de
droite) est contraire au phénomeéne de résonnance. De plus, I'expression de 'amplitude
(voir équation (3.26)) présente le terme hy(t) & son dénominateur varie en r~2(t), donc
augmente avec le temps. Ceci est contradictoire avec les résultats numériques, cependant
aucune explication satisfaisante n’a été formulée jusqu’a présent. Ces courbes sont obtenues
en résolvant numériquement (3.27) (et pour vérification son équivalant (3.28)) par rapport
a A(t) avec le logiciel de calcul formel Maple.
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FIGURE 4.10 — Evolution de la phase ¢(t) et de 'amplitude |A(t)| obtenues lors de la recherche
du point quasi-fixe avec la méthode de la moyenne (conditions initiales : 79=25 Ry, z(0)=10"%

Ry, 7v=10"5At=0.375 T,, Av=1/(2Tpenctre)Vy) €t 20=1071).



Chapitre 5

Conclusion

Les simulations effectuées permettent de reproduire une partie du comportement du facteur
de qualité des QPOs des LMXB établie par les observations. La croissance du facteur de
qualité est retrouvée numériquement pour 1’objet 4U1636-536. Cependant, ces variations
du facteur de qualité des émissions X est relative & un modéle qui ne tient pas compte de
la structure particuliére de ’espace-temps des étoiles a neutrons. L’ISCO est uniquement
retenu comme limite supérieur de 'intégration des équations différentielles du mouvement
de la particule modélisé. Ceci s’accorde avec les récentes interprétations des observations
de 4U1636-536 proposées par Sanna A. et al (voir réf.[13]). Les différences qui subsistent
par rapport aux valeurs atteintent lors des évolutions du facteur de qualité des émissions
X est due au fenétrage choisi pour le traitement des simulations.

Une meilleur compréhension de la décroissance aux basses fréquences du facteur de qualité
est nécessaire. Ceci passe par une révision de ’algorithme qui extrait le facteur de qualité
des densités spectrales de puissance. Le probléme causé par 'amplitude du terme de forcage
impose une réexamination approfondie de la méthode de la moyenne.

La modélisation des QPOs par le biais de résonnances paramétriques au sien du disque d’ac-
crétion pourra étre affinée en incluant d’autres sources de résonnances telles qu'un terme de
Mathieu dans I’équation différentielle du mouvement, en tenant compte de ’espace-temps
particulier ainsi que la nature de I’objet accréou encore en remplacant la particule test du
modeéle par un plasma qui soit le siége de phénoménes d’ordre magnétohydrodynamiques.
Un profile plus réaliste du terme de dissipation est également & envisager.

L’arrivée d’ici 2025 de nouvelles données a trés hautes résolution telles que celles attendues
lors de la future mission IXO, présende raies fines dans les domaines X des spectres issus des
binaires X a faible masse permettra de se pronocer avec plus de certitude sur la validité des
modéles de formation de QPO, notamment grace a I’appareil HTRS (High Time Resolution
Spectrometer).
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Chapitre 6

Annexe

6.1 Solution analytique pour l'oscillateur dissipatif en-
tretenu

Il existe une solution analytique & l'oscillateur dissipatif entretenu par un forcage (voir
réf.[16]). L’équation considérée est une équation différentielle du second ordre & coefficients
consavec un second membre, représenla force excitatrice de pulsation wy,

B(t) + 2yx(t) + wiz(t) = hycos(wyt). (6.1)

La solution z(t) est la somme de la solution générale z, (t) de (6.1) sans second membre
avec une solution particuliére x,(t) déterminée par les conditions initiales (zg,Z¢). La solu-
tion générale x,(t) provient de la considération d’un trinome dit caractéristique, dont les
coefficients polyndémiaux sont déterminés par I’équation différentielle de départ. En noX la
variable arbitraire du trinébme, on a,

X2 429X + w2 =0. (6.2)

Le discriminant de (6.2) est A = 4(7? — w2), d’ou les racines complexes conjuguées,

Xy = —y+iy/wi —~2 (6.3)

Alinsi, et en se plagant dans une situation de faible dissipation, ¢’est-a-dire vérifiant v << wy
et donc A < 0, il vient,

2,(t) (A cos(S(X)t) + Bsm(g(xi)t))emﬂt. (6.4)

On obtient la pseudopériode du systéme @ :=S(X+) =/wi — 7?2 ainsi que 'argument de
I'exponentielle R(X1) —(-7). Ceci permet d’écrire la solution générale,

z,(t) = (A cos(@t) + B sin(@t)) e, (6.5)
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En qui concerne le second membre, nous recherchons une solution de la forme Dcos(wst+E).
L’étape suivante consiste a écrire, avec O le pendant complexe de la quantité réelle O,

Ty (t) = Fp(t) = Xpertt® = X, ert, (6.6)

hf(f}) — ilf(f}) = hfeio')ftJrQ5 = ;lfeiwft. (67)

Injectées dans (6.1), les expressions de x,(t) et hy(t) permettent d’en déduire celles de
I'amplitude complexe X,,, et par conséquent des coefficients de x,(t),

- hf
X, = - . 6.8
=) + @) 68)
D’ou,
hy
D = 6.9
PEECIERNCRE (6.9
2 - w
E:—tan<—W§_1)> S (ﬁ—1> > 0
wf
(6.10)

Ainsi la solution particuliére, indépendante des conditions initiales xg et &y s’écrit de la
maniére suivante (il faut distinguer le cas particulier on Pargument de la fonction devient
négatif et nécessite l'introduction d’un facteur (-m)),

hy 2y
Tp(t :< )cos(wt— —tan<—7>>, 6.11
W0 =G + ) s\t = 1) pFEY (6:11)
Les conditions initiales a 'inst=0 donnent,
A= (:co — Dcos(E)), (6.12)

(6.13)

B (ZL‘O + YA+ Dw; sin(E))
Vwi =7

Il découle de cette démonstration que la solution analytique de I'oscillateur dissipatif forcé,
avec les conditions initiales x(t=0)=xz¢ et #(t=0)=z¢ est !,

1. La condition sur ’argument de I’soulignée en (6.10) reste valable pour les résultats encadrés
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w

x(t) = ((xo — Dcos(E) ) cos(wt) + (mﬂAH?wf Sm(E)) sin(dzt))e_yt
+D cos <wft +E).
(6.14)

Soit, en expliciles différents coefficients,

h 2 :
(xo - ((wafﬂ?i@wﬁ) o8 ( - tan(‘;f(ﬁ—li))) cos(v/wy —7*)
h
( w%—VQ) {xo + ’y(azo N ((w3—72)2i(2wf)2) cos ( o tan(_wf(;gl))))

h . 2 . —
(w3—72)21(2wf)2)wf S ( a tan(—ng)» } sin(v/eg —7%t) Je

hy _ s S
i) o8 (st — tan ( w(j—;—U))'

—

(6.15)

Une solution aternative peut cependant étre établie : elle consiste en la recherche d’une
solution particuliére de la forme Fcos(wst)+Gsin(wst). On obtient pour les coefficients F
et G,

(Q2 — %2[)2 + 47%}/%’ )
h+2
G= inlthed (6.17)

(922 — w]%)2 + 47%}1%'

Ceci méne, avec les expressions des coefficients A,B,D et E, a une solution comporune autre
écriture? de son second membre,

z(t) = (:co - D cos(E)) cos(wt) + <$°+7A+D®wf sm(E)) sin(@t))e_“/t
+F cos(wyt) + Gsin(wyt).
(6.18)

D’ot, avec les expressions de D, E, F et G,

2. La compatibilité entre les deux expressions se vérifie par D = /2 + G? et E=tan(F)
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h
<SL’0 - <(W(2)_'Y2)2'fi‘(2’wa)2> COS < - tan( wf(io- >) COS \/7t
“f
1 . hy B _ o
(1 /wg,YQ) {ZEO + 7(370 ((w8772)2+(27wf)2) COS ( ta,n( wif(:—;_l) )))

=)
7) i

hy . ¢
(W3*72)2+(27Wf)2)wf sin < — tan(

hy (92 —w?) h 2
f f Twr
(Qwa;)2+4ﬂ/2w? COS(u}ft) (22— w )2+472w (Q2—w2)214~202

}sm wg — %) et

sin wft

(6.19)

6.2 Solution pour l'oscillateur dissipatif forcé a la réson-
nance

La solution analytique de l'oscillateur diffipatif entretenu présente des divergences dans
certaines situations particuliéres, notamment dans le second membre z,(t) en cas de réson-
nance non dissipative (c’est-a-dire ot y=0, hy #0 et wy = wy). Celle-ci se léve par passage
a la limite pour wy — wy. Le calcul peut s’effectuer avec la régle de I'Hospital (voir réf.
[7]), et donne,

thgf z,(t) = 2wy sin (wft - tan(—m)). (6.20)

A noter la croissance linéaire de z,(t) en fonction du temps, et donc de z(t) aprés dissipation
de la composante continue au cours du régime transitoire (voir Fig. 6.1).

6.3 Erreurs entre les différentes méthodes de résolution
des équations différentielles

[’emploi de plusieurs méthodes pour la résolution d’un seul probléme impose la comparai-
son des résultats qu’elles fournissent. Seuls les oscillateurs réduits a leur termes dissipatifs
et de forcage pouvant étre résolus analytiquement, nous nous placons précisement dans I'un
de ces cas puisque la solution exact est connue. La solution analytique est reportées dans
les équations (6.15) et (6.19) . Les erreurs relatives Enym/anai(t) €t Enoyenne/ana(t) entre
solution numérique, solution approchée par la méthode de la moyenne sont les suivantes,

ENum/Anal (t)

<\:cNum(t) — xAnal(t)‘>’ (6.21)

T Anal <t>

3. Une autre écriture de cette solution existe (voir Annexe 6.1)
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Solution analytique pour I'oscillateur dissipatif entretenu a la resonance

0.15 T T T

0.1

0.05

Amplitude (en m)

-0.05

-0.1

-0.15

Temps (s)

50

FIGURE 6.1 — Solution de l'oscillateur dissipatif forcé a la résonnance (conditions initiales : x(0)

~0.01, &(0) = 0.0, w;—2.0).

‘ T Moyennee (t) — T Anal (t) ‘

(6.22)

EMoyennee/Anal(t) = < T A l<t>

Les expressions (3.20) et (3.21) sont telles que Znsopennee(t)
de z(t) et que x4 (t) soit tel que,

)

correspondent a la simulation

(
h
((wo N ((wadﬁ)?i(zwf)?) cos ( - tan(—%)» cos(y/wj — 7°t)
wf
-l—( w(g)_w) {l’o + ’7(370 ((w%_q/2)2+(2%}f)2) coS ( tan( 7‘%(%1))))
h : . -
+((w(2)_72)2i(27wf)2)wf s ( - tan(—%» } sin(y/wg — ’W)) e "
wf
@32+ (2w ) OB\ WS an wp(@o1) ) ) ST L@
xAnal(t) = f f
h
((:EO B <(w3*’72)2i(2’7wf)2> cos < - tan(_wf(é_g_n))) cos(y/wg — 7?t)
1 _ hy o __ 2%
+< W(Q)—VQ) {xo + ’y(a:o ((“’(2)_“/2)2+(2“/wf)2> coS ( ™ — tan( wf(:?cn)))
h : ‘ -
+((w8—v?)2i(2vwf)2)wf S ( - tan(—iwf(@, ))> } sin(y/wg — fyzt)> et
wf
h .
+((w%_y2)2i(2wf)2) cos (wft — T — tan(—#ﬁ_l))) si — #g_l) < 0.

\

La comparaison des solutions donne les résultats suivants : I’erreur entre solution analytique
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et solution numeérique augmente avec le temps pour atteindre 5.107% sur un temps de 4000 s.
En ce qui concerne ’erreur entre solution analytique et solution approchée avec la méthode
de la moyenne, 'erreur également pour se hisser & environ 6.10~7 au cours de la méme durée.
On note cependant que ces erreurs augmentent périodiquement avec le temps.

6.4 Application de la méthode de la moyenne a I’équa-
tion différentielle du modéle.

Dans ce paragraphe, on se propose d’appliquer la méthode de la moyenne présentée suc-
cinctement en section 3.2 et démontrée dans les réf. [18] a I'équation différentielle d’un
oscillateur comportoutes les contributions imaginées dans la description des épicycliques
képlérienne auxquelles peuvent étre sujet la trajectoire des particules du modéle, ainsi
qu’un terme retenu dans notre I’étude, mais également ceux explorés en réf. [12]. Seront
donc pris en compte le terme de Mathieu, des composantes quadratiques et cubiques ainsi
qu’'un forcage périodique du systéme. Le systéme d’équations différentielles du mouvement
vertical z(t) des particules est constitué des équations (6.23) et (6.24),

2(t) + 2v3(t) + w? (1 + hy, Cos(wpt))z(t) = a2?(t) + B2*(t) + hycos(wst + @),  (6.23)

A1) = %(t). (6.24)

Il convient ensuite de mettre ce systéme sous la forme requise pour l'application de la
méthode de la moyenne, c’est-a-dire d’effectuer le changement de variables permetde passer
des varitables physiques aux variables lentes,

P = —6}“(7‘ cos(Q + @), —rQsin(Q + ¢), ei> sin(Qt + ¢), (6.25)

b=0— %f(r cos(Qt + ¢), —rQsin(Qt + ¢), ei) cos(Qt + ¢). (6.26)

D’oi, en explicila fonction f(z(t),2(t),t), avec Q=27 /T,

= -3 <2’yr sin?(Qt + ¢) + ar?sin(Qt + ¢) cos? (Ut + @) + Br3 cos® (U + ¢) sin®(Qt + ¢)
+hycos(wyt) sin(Qt + ¢) + rhy, cos(wyt) sin(2t + @) cos(Qt + gb)),

(6.27)

b= -5 (277“ sin(Qt + @) cos(Qt + @) + ar? cos® (U + ¢) + fr3 cos*(Q + ¢) (6.28)

+hycos(wst) sin(Qt + ¢) + 1hy, cos(wpt) cos® (2 + q§)>
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Erreur relative entre solution approchee et solution analytique pour un oscillateur harmonique
6e-07 T T

4007 | 1

2e-07 - 1

I . ]
0 ‘ A ! (ol
S "‘ il n “ al "‘ hl W hl " ‘! Al T r’@
[
&
-2e-07 B
-4e-07 |- E
-6e-07 - 1
-8e-07 I I I I I I I
0 50 100 150 200 250 300 350 400
Temps (en s)
FIGURE 6.2 — Evolution de Ulerreur relative

E)foyenne/Anal(t) entre solution analytique et approchée
au cours du temps.

Erreur relative entre solution numerique et solution analytique pour un oscillateur harmonique
5e-06 T T

4e-06 1

3e-06 - 1

2e-06 - 1

Erreur

1le-06 1

-1e-06 I I I I I I I
0 50 100 150 200 250 300 350 400

Temps (en s)

FIGURE 6.3 — Evolution de I'erreur relative Enypm/anqi(t)
entre solution analytique et numérique au cours du temps.
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L’intégrale nécessaire au moyennage des expressions de 7 et ¢ par rapport au temps donne,

r= ; fOT rdt
7= fo (277“ sin?(Qt + @) + ar?sin(Qt + @) cos? (Ut + ¢) + Br cos®(Qt + ¢) sin(Qt + ¢)

—i—hf cos(wyt) sin(Qt + ¢) + rhy, cos(wyt) sin(Q2 + @) cos(Qt + ¢))dt
(6.29)

95) = :}“ foT d)dt
b= 27r§2 o <2fy'r’ sin(Qt + ¢) cos(Qt + ¢) + ar? cos®(Qt + ¢) + Br3 cos (Ot + ¢) (6.30)
+hy cos(wyt) sin(Qt + @) + rhy, cos(w,t) cos?(Qt + gb)) t

Puis, en tenant compte du calcul des intégrales suivantes, nous pouvons nous occuper de
tous les termes, excepté ceux qui relévent du forcage ou du terme de Mathieu :

/T sin?(Qt + ¢)dt = /T 1 - s +9) T (6.31)

2 2’

_ [0053(915 + )17

/0 sin(Qt + ¢) cos® (Ut + ¢)dt 30 }0 =0, (6.32)

cos*(Qt + P17

/OT sin(Qt + ¢) cos® (Ut + ¢)dt = [ 0 }0 =0, (6.33)

/0 sin(Q + @) cos(QU + ¢)dt = [%}Z =0, (6.34)
/T cos® (Ot + ¢)dt = 0, (6.35)
/0 cos*(Qt + ¢)dt = E + % cos(2¢) + %(1 + COS(4¢)):|Z = gT. (6.36)

Si I'on se concentre sur les termes originaires du forcage d’amplitude Ay, en utilisant les
identités trigonométriques ainsi que les formules de duplication,

fOT cos(Q + @) cos(wyt)dt = fOT (cos((Q +wp)t + @) + cos((Q — wy)t + qb))dt
(s (sin(@) (cos(¥) = 1) + cos(9) sin(55)
ot (sin(@)(cos(752) = 1) = cos(9) sin(*5) ))
fOT cos(Q + @) cos(wyt)dt = Q;——le%@f cos() sin( L) + 2Qsin(¢) sin?(Ted)),

(6.37)
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fOT sin(Qt + @) cos(wyt)dt = 2 fo <s1n((§2 +wp)t + @) + sin((2 — wy)t + )dt

?(Qﬁ r (cos(¢)(cos(2mf) 1) — sm(gb) sin( ;; )

i ( cos(¢) (cos(ZL) — 1) + sin(¢) sin( L )
))-

fOT sin(Qt 4 ¢) cos(wyst)dt = gzr— (wysin(¢) sin(Z4) — Q cos(¢ )s1n2(7r

ED
<

@\

2
!

(6.38)

Enfin, en effectuant le méme travail sur les composantes res, tributaires de la présence du
terme de Mathieu,

fOT cos(Qt + ¢) sin(Qt + ¢) cos(wyt)dt = ; fo (sm 2Q 4+ w,)t + 2¢) +sin((2Q2 — wy)t + 2¢>)) t
= m( — cos(Zer 4 2¢) + cos(2¢)>
+m< — cos(Zer — 2¢) + Cos(2gb)>

fOT cos(Qt + @) sin(Qt + ¢) cos(wyt)dt = W( — 4Q(cos(2¢) — 5111(2”5") sin(2¢))
—2w, sin(2¢) 5111(273”’)),

(6.39)

fOT cos® (Ut + @) cos(wyt)dt = 3 fo cos(wyt)dt + 5 fo (cos (20 — wp)t + 2¢) + cos((2Q + w, )t + 2(;5))
— ﬁ sm(%gup) + 4(29_%) <sm(2(gb — L)) — sm(2¢>))
+m ( sin(2(¢ + 7F)) — Sin(2¢)>
fOT cos? (Q + @) cos(wpt)dt = Lp sin(%%)
(49 sin(26) (sin(Z22) — 1) — 2w, cos(2¢) sin(27;””)).
(6.40)

Finalement, nous obtenons les expressions de r et de ¢ indépendantes de ¢, issues de
I'application de la méthode de la moyenne au systéme différentiel ((6.23),(6.24)),

R (ne=m

fT Ldt _ (_ ’Y'f’) + h_f (U.}f sin(¢) sin(wT)—2€ cos(v) sinQ(wJ;T)>

o o o ) (6.41)
((;T;’ (4Q(cos(2¢) — sin(T52) sin(2¢)) + 2w, sin(2¢) sin( ?;p)»
Té — (=382 h 202sin(¥) 51n2( )+w cos(vp) sin(w¢T)
fO Tdt o ( 8Q ) + 27rfr< Qinf / )
g sin(52) (6.42)

+$ <4Q sin(2¢) (Sm<27?zup) — 1) — 2w, cos(2¢) Sm(?E’P )) .
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La recherche de points fixes s’effectue pour une forme des équations (6.41) et (6.42) obtenues
en prenant leur limite pour des fréquences de Matthieu w, ainsi que de forcage w; qui
tendent vers la valeurs de la fréquence propre du systéme physique €2,

T - .
F= lim / Pt = g = 10O Ty o), (6.43)
w0 Sy T 20 167
wr — Q
lim / @t = 35 r_hreostO) | T g0, (6.44)
wy — O 27} 167
wr — Q

6.5 Détermination de la paramétrisation de 'amplitude
du signal X

Si ’on considére le systéme (6.43) et (6.44) pour notre modéle d’oscillateur non-linéaire
forcé, nous devons omettre le terme de Mathieu afin de se ramener au modéle, et se souvenir
que les coefficients de 1’équation différentielle du mouvement ne sont pas consau cours du
temps. Par commodité, on note A(t) 'amplitude de la solution, r(t) éréservé a la disde la
particule au centre de masse de 1’objet compact,

(A) ( (—yr(t)) — Mg )
; = 3ﬁ(t)r(t)2 h cos(¢>( ) - (
¢ (= 30(1) ) — ér(t)fl(t)

')

(6.45)

La phase s’obtient en résolvant le systéme d’équations non-linéaires (6.45) par rapport a ¢
a chaque pas de temps de l'intégration des équations différentielles du mouvement,

. yr(t)(t)
sin(¢(t)) = ———"—=-, (6.46)
hy(t)
3B(t)r(t)
) =——F—"r— 6.47
cos(o(t) =~ (6.47)
tan _M St _GB(J:)A%)) >0
8h 3h
Cb(t) = %ﬁ;ﬂ(@ —2«/}?(8’;9(0
tan |~ ) 7 8t ,M) <0.

Shf 8hf
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Avec r(t) désignant ici la disde la particule au centre de masse de 'objet accré,

1

r(t) = (6% = (@ + 206" ut) T a2,

Notons que I’on pourrait tout aussi bien et de maniére équivalente résoudre numériquement
le systéme ((6.43),(6.44)). Il faut ensuite tenir compte de la dépendance en temps des
coefficients de I’équation différentielle (6.23) et évaluer pour chaque pas de temps :

D’ou 'amplitude recherchée,

Alt) = ———————. (6.48)

Les Fig. 6.4 a 6.11 représentent 'amplitude de la solution numérique superposée a la
fonction A(t) obtenue avec la méthode de la moyenne, pour différentes valeurs de la vitesse
initiale vy de la particule du modéle. La fonction approximée rend compte dans certains
cas particuliers (voir 6.7) des évolutions de I"amplitude du signal pour des temps petits. Un
écart, se creuse au fur et a mesure que 'orbite de la particule autour de I’étoile & neutrons
se réduit. Cette constatation n’est pas en accord avec ce que nous attendons de la méthode
de la moyenne. Il y a donc ici un biais dont les causes restent a déterminer. Les conditions
initiales et paramétres choisis afin d’exécuter ces simulations sont : ro=50 R, z(O)le’B’RQ,
y=1075A;,=0.375 T,, A,—1.9x1075,. Les résultats sont affichés dans une fenétre [6,35]
R,.

14

12f o

08

A).|z()]

06 [

0.4

02

1 L 1 T
5 10 15 20 25 30
RO

R()
) ) L FIGURE 6.5 — Amplitudes numérique et ap-
FIGURE 6.4 — Simulation des épicycliques prochées des épicycliques avec vg/c = 107°
verticales avec vg/c = 1074 et a=0. et a=0.

Notons qu’il y a deux types d’amplitudes issues de la méthode de la moyenne : celle
hors résonnance, relative a (6.41) et (6.42) (en vert sur les Fig. 6.4 a 6.11) et celles a la
résonnance, rattachées a (6.43) et (6.44), (en bleu sur les Fig. 6.4 4 6.11). Elles se rejoignent
pour un rayon du disque d’environ 18 Ry, ce qui est cohérent avec la condition de résonnance
(3.5).

Enfin, il est imporde se souvenir que ces expressions approchées sont obtenues pour wy —
Q2. Numériquement les résultats serait sensiblement différents aux grands r(t) (début de
'intégration) pour des expressions issues de £ — wy.

35
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FIGURE 6.6 — Simulation des épicycliques
verticales avec vg/c = 1077 et a=0.
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FIGURE 6.8 — Simulation des épicycliques
verticales avec vg/c = 107 et a=0.
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FIGURE 6.10 — Simulation des épicycliques
verticales avec vg/c = 0.5 et a=0.
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FIGURE 6.7 — Amplitudes numérique et ap-
prochées des épicycliques avec vg/c = 107°
et a=0.
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FIGURE 6.9 — Amplitudes numérique et ap-
prochées des épicycliques avec vg/c = 1076
et a=0.
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FIGURE 6.11 — Amplitudes numérique et
approchées des épicycliques avec vy/c = 0.5
et a=0.
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