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Chapitre 1Introdu
tionLa physique est la s
ien
e qui tend à une expli
ation rationnelle de la Nature, et depuisdes siè
les, des savants ont étudié l'Univers selon di�érentes é
helles de temps, de longueuret de masse. Après avoir progressé dans la 
ompréhension de notre environnement despoints de vue ma
ros
opiques et mi
ros
opiques, 
'est l'interfa
e entre 
es deux des
rip-tions du monde qui sus
ite la 
uriosité d'une partie de la 
ommunauté s
ienti�que. Ce
irelève autant d'une question de re
her
he fondamentale (la transition 
lassique-quantique)que d'une réalité é
onomique et industrielle, puisque l'avenir dépend de plus en plus de lapetitesse de te
hnologies telles que les dispositifs éle
troniques. En e�et, 
ette 
ourse à laminiaturisation arrive aujourd'hui à un tournant de son histoire puisque la taille 
ara
téris-tique des transistors à base de sili
ium jouxte l'é
helle de longueur témoin de l'interfa
eentre des
ription 
lassique et quantique de la Nature. Cette 
ésure porte le nom de régimemésos
opique et quali�e également la bran
he de la physique qui se 
onsa
re à son étude.Le transport quantique s'interesse à la 
ondu
tion des éle
trons dans des dispositifsnanos
opiques, 
omme par exemple les transistors à un éle
tron (single ele
tron transistorou SET) [1℄. Un SET est 
omposé de deux jon
tions tunnel ratta
hant deux réservoirsd'éle
trons L et R (la sour
e et le drain) à un îlot 
entral, lui-même 
ouplé 
apa
itivementà une troisième éle
trode, la grille. A tension nulle aux bornes du générateur (V = 0), lespotentiels 
himiques des réservoirs sont alignés (leur niveaux de Fermi sont EF = µL = µR,voir Fig.1a). Si 
es potentiels 
himiques sont eux-mêmes alignés ave
 le potentiel µN del'îlot 
entral 
omportant N éle
trons (situations pouvant se modi�er via la tension de grille
Vg), les éle
trons peuvent passer de la sour
e L au drain R. La di�éren
e ∆µN = µN+1−µNentre deux niveaux N et N +1 de l'îlot étant égale à l'énergie de 
harge Ech = e2/2C, ave

C la 
apa
ité totale du dispositif, on observe des pi
s de 
ondu
tan
e (les pi
s de Coulomb)espa
és de Ech en fon
tion de Vg (voir Fig.1b). Ce
i est appellé "blo
age de Coulomb" [1℄.A tension V nulle, µL − µR = eV (Fig.1
) et il y a du transport si |Vg| . V ; le 
ourantpassant au travers du SET ayant une stru
ture en diamant en fon
tion de V et de Vg,nommée "diamant de Coulomb" (voir Fig.1d).Une étape supplémentaire vers la miniaturisation 
onsiste à employer des molé
ules uniques
omme transistors à la pla
e des 
ir
uits intégrés 
onventionnels. Ces dernières possèdentdes degrés de libertés supplémentaires, par exemple vibrationnels, qu'il faut prendre en
ompte étant donné leur 
ouplage au transport éle
tronique. L'interrogation prin
ipaleest don
 de savoir quels sont les e�ets des vibrations sur le 
ourant. Notre étude portesur les SETs utilisés 
omme senseurs pour la déte
tion en position des systèmes nanomé-
aniques. L'ensemble 
omposé d'un SET 
ouplé à un résonateur nanos
opique porte le nom1
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Figure 1.1 � Illustration du SET pour des tensions de polarisation V ≪ 1 (a) (d'aprèsKaster, Cambridge) et V 6= 0 (b) (d'après D.J.Paul, Cambridge). (
) Comptage des éle
-trons par mesure des variations de la 
apa
itan
e C (d'après [3℄). (d) Diamants de Coulombdans le plan (V, Vg) (d'après Christoph Wasshuber, Vienne).de nanosystème éle
tromé
anique (nanoele
trome
hani
al systems ou NEMS). Le nanoré-sonateur peut-être formé par exemple d'un nanotube de 
arbone suspendu 
onne
té à deuxéle
trodes (voir Fig.1.2) [2℄, [3℄.
Figure 1.2 � Nanotube de 
arbone sus-pendu 
onne
té à un dispositif sour
e-drain (issu de [2℄). Figure 1.3 � Courant (A) et fréquen
ede vibration en fon
tion de la tension degrille Vg (issus de la réf[3℄).Il a été montré théoriquement [4℄ que les systèmes 
omposés d'un SET 
ouplé par une
apa
itan
e à un os
illateur harmonique de taille nanométrique et de 
onstante de rappel kprésentent un blo
age du 
ourant aux faibles tensions. En e�et, dû à une for
e de 
ouplage
apa
itif Fe, le transport d'un éle
tron sur l'os
illateur va dépla
er sa position d'équilibrede ∆X = Fe/k. Par 
onséquent, la tension de grille Vg perçue par le SET est modi�éed'une valeur de F 2

e /ek. Ce
i est du à la grande proximité entre la grille et le résonateur
hargé du NEMS. Ainsi, la 
ondition sur la suppression du 
ourant pour un SET V . Vgs'é
rit V . F 2
e /ek. Il y a don
 blo
age du 
ourant pour des tensions V ≤ ∆V = F 2

e /ek,voir Fig.1.4.
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Figure 1.4 � Illustration pour v > 0 du blo
age du 
ourant : à Fe > 0, la région 
ondu
tri
e(grise) est dé
alée de F 2
e /ek selon Vg pour un dé
alage de ∆v en v (d'après [5℄). La �gurede la région v < 0 est le symétrique de 
elle à v > 0 par rapport à l'axe des abs
isses.A 
e jour, le blo
age du 
ourant prédit théoriquement [4℄ n'a pas été observé expérimen-talement, bien que les expérien
es de référen
e [2℄, [3℄ aient mesuré une modi�
ation de lafréquen
e ω du mode de �exion fondamental d'un nanotube 
ouplé à un SET (voir Fig.1.3).Ce phénomène est une manisfestation dire
te du 
ouplage 
apa
itif Fe. Or, 
e dernier esttrop faible dans les expérien
es des réfs. [2℄ et [3℄ a�n que le blo
age du 
ourant soit observé.En e�et, la température T est beau
oup plus grande que le gap en tension ∆V .L'étude théorique [5℄ propose un moyen d'ampli�er le blo
age du 
ourant en réduisantla 
onstante de raideur k de l'os
illateur. Ce
i peut être réalisé en exploitant l'instabilitéd'Euler ou �ambage mé
anique [6℄. Ce phénomène de déformation des matériaux a, dèsl'Antiquité, éveillé la 
uriosité des ar
hite
tes 
hargés de la 
onstru
tion des édi�
es sup-portés par des 
olonnes (voir Fig.1.5). La problématique était de savoir quelle masse maxi-male une 
olonne peut-elle porter en fon
tion de sa longueur et du matériau la 
onstituant.Le physi
ien suisse Euler s'intéressa à la question lorsqu'il vé
ut à Saint-Pétersbourg, ville
onstruite sur des extémités de tron
s d'arbres puisque lo
alisée dans le delta maré
ageuxde la Néva. Il établit la for
e 
ritique

Fc =
π2κ

L2
(1.1)que peut supporter une tige d'une longueur L et d'un matériau de module de 
ompressibilité

κ, au-delà de laquelle elle présenterait un �ambage (voir Fig.1.6).Dans la réf.[4℄, le 
ouplage par e�et tunnel entre l'îlot quantique formé sur le nanorésonateuret les réservoirs d'éle
trons a été supposé faible. Dans 
e régime, le transport éle
troniqueest séquentiel, 
'est-à-dire que les éle
trons sautent et quittent la boîte quantique un à un.C'est dans 
e régime que le blo
age de Coulomb, et ainsi à priori du 
ourant, est le pluspronon
é. Or il peut être expérimentalement di�
ile de 
ontr�ler le 
ouplage entre îlotet réservoirs. Par 
onséquent, 
e dernier peut devenir fort et donner lieu à un régime detransport quali�é de "résonant" qui est entièrement 
ohérent. Ce travail vise à reprendrele 
ontexte de [5℄, en s'interrogeant sur les modi�
ations induites sur le blo
age du 
ouranten régime de transport résonant [7℄. Notre résultat prin
ipal est que, même à fort 
ouplage,le blo
age du 
ourant persiste.
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Figure 1.5 � Colonnes du temple d'Amonà Karnak (Egypte, env. -1375 av. J.-C.). Figure 1.6 � Illustration de la for
e de
ompression sur le �ambage d'une tige pour

F < Fc (bas) et F > Fc (haut).Cette étude s'organise de la manière suivante : nous présenterons le modèle d'unnanorésonateur pro
he de l'instabilité d'Euler 
ouplé à un dispositif sour
e-drain en Se
t.2.Dans la Se
t.3 est expli
ité la méthode de Born-Oppenheimer hors équilibre ave
 laquelle
e problème est résolu. La Se
t.4 présente nos résultats et la Se
t.5 nos 
on
lusions etperspe
tives. Les détails te
hniques sont expli
ités dans des annexes.



Chapitre 2ModèleLe modèle adopté est similaire à 
elui dé
rit dans [5℄ et [8℄. Le système nanoéle
-tromé
anique 
onsidéré ainsi que les intéra
tions qu'entretiennent les degrés de liberté vi-brationnels de l'îlot 
entral ave
 le transport des éle
trons se dé
rivent par le hamiltonientotal
H = Hvib +HSET +Hc. (2.1)Il 
omprend trois termes relatifs au 
ara
tère vibrationel du résonateur soumis à une for
elatérale de 
ompression Hvib, au SET (HSET ), et au 
ouplage Hc entre transport éle
triqueet vibrations.2.1 Partie vibrationnelle du systèmeLe terme 
orrespondant au mode de �exion fondamental du nanorésonateur est de laforme

Hvib =
P 2

2m
+

mω2

2
X2 +

α

4
X4, (2.2)ave
 X la dé�exion du point du nanorésonateur P l'impulsion généralisée asso
iée à X .Notons que 
ette 
omposante vibrationnelle dé
rivant le �ambage du tube prend pourexpression une forme de Landau-Ginzburg (voir détails en annexe A), ave


ω = ω0

√

1− F

Fc

, (2.3)la fréquen
e du mode fondamental de pliage du tube et F la for
e de 
ompression exer
éesur le résonateur. La for
e 
ritique est Fc = κ(2π/L)2. On désigne en outre par m = 3σL/8la masse e�e
tive du tube, donnée par l'intégration de sa densité linéaire massique σ sur lalongueur maximale d'élongation L du tube de rigidité κ. La quantité α = LFc(π/2L)
4 > 0est garante de la stabilité du système pour des for
es de 
ompression F supérieures à lafor
e 
ritique d'Euler Fc, situation où les positions d'équilibres symétriques du nanotube5
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√

−mω2/α, ave
 ω2 < 0 (
f. éq. (2.3)). En revan
he, si F < Fc(ω2 > 0),on aura une position d'équilibre du tube Xéq = 0. La proximité à l'instabilité d'Euler serésume dans la quantité δ = 1− F/Fc, telle que ω = ω0

√
−δ.2.2 Transistor à un éle
tronLe terme relatif au transistor à un éle
tron est donné par la somme de ses di�érentes
ontributions [1℄

HSET = Hilot +Hreservoirs +Hsauts. (2.4)Il se 
onstruit don
 à partir des hamiltoniens de l'îlot 
entral (ou boîte quantique) Hilot, desréservoirs gau
he L et droit R, Hreservoirs, ainsi que des sauts par e�et tunnel des éle
tronsentre éle
trodes et îlot 
entral Hsauts. L'expression de la partie relative à l'îlot
Hilot = (ǫd − eVg)nd (2.5)s'obtient ave
 l'énergie ǫd de son niveau quantique isolé, renormalisé par l'énergie eVg fournitpar la grille. I
i, nd = d†d est l'opérateur o

upation de l'îlot, d annihilant un éle
tron sur
e dernier. Le terme dé
rivant les réservoirs L et R est de la forme

Hreservoirs =
∑

k,a

(ǫk − µa)c
†
k,ack,a, (2.6)ave
 ǫk l'énergie de l'éle
tron de nombre d'onde k annihilé par l'opérateur ck,a présent dansl'un des bains a = L ou R 
ara
térisé par le potentiel 
himique µa. Le produit c†k,ackareprésente le nombre d'éle
trons d'énergie ǫk dans le réservoir a. En�n, le hamiltonien

Hsauts =
∑

k,a

(tac
†
k,ad+ t⋆ad

†ck,a) (2.7)dé
rit les sauts par e�et tunnel des éle
trons entre les bains et l'îlot. Le re
ouvrement ta,est 
onsidéré 
omme indépendant de l'énergie ǫk des éle
trons. Le hamiltonien d'Anderson
(2.4), quadratique en opérateurs fermioniques, peut-être fa
ilement diagonalisé [9℄. Onsuppose que les deux éle
trodes L et R sont 
onstituées du même métal, ainsi la relation dedispersion des éle
trons ǫk est la même pour a = L et a = R. La méthode de diagonalisation
onsiste à 
her
her une base propre αk,a dans laquelle HSET pourra s'é
rire de manièrediagonale. Ainsi, les opérateurs d'annihilation de l'îlot et des bains a ave
 une parti
uled'énergie ǫk sont respe
tivement donnés par

d = ∑k,a=L,R νk,aαk,a, (2.8)
ck,a = ∑k,a=L,R ηk,a;k′ ,a′αk′ ,a′ .
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oe�
ients de d et de ck,a exprimés dans la base diagonale sont
νk,a = t⋆

k,a

ǫk−ǫd−Σk
, (2.9)

ηk,a;k′ ,a′ = δk,k′δa,a′ −
tk,aνk′ ,a′

ǫk−ǫ
k
′−i0+

,ave
 la self-énergie
Σk =

∑

k,a

|tk′a|2
(ǫk − ǫk′ ) + i0+

. (2.10)Tout 
al
uls faits, on obtient la forme du Hamiltonien (2.4) re
her
hée :
HSET =

∑

k,a=L,R

ǫkα
†
k,aαk,a. (2.11)2.3 Couplage entre éle
tron et vibrationsLa partie dédiée au 
ouplage entre les dégrés de vibrations du nanorésonateur et letransport des éle
trons

Hc = FeXnd (2.12)est donné par le travail de la for
e éle
trostatique sur son dépla
ement ∆XFe dû à l'ex-
ès de 
harge sur le tube et induite par la tension de grille Vg. Ce terme est pondéré parl'o

upation nd du niveau en question. C'est 
e 
ouplage qui se manifeste dans les modi-�
ations de la fréquen
e propore ω du nanorésonateur au 
ours des expérien
es [2℄ et [3℄(voir Fig.1.3), et que l'on interprète 
omme un signe pré
urseur du blo
age du 
ourant.



Chapitre 3Approximation de Born-Oppenheimerhors-équilibre
3.1 Dynamique de Langevin résultant du transportOn souhaite se donner les équations du mouvement pour une dé�exion X du nanoré-sonateur soumis à l'instabilité d'Euler. Ave
 le Hamiltonien (2.1), les équations de Heisen-berg pour X et P donnent

mẌ = −mω2X − αX3 − Fend (3.1)Cette équation est 
ouplée à une équation pour l'opérateur nd. La dépendan
e des termesdi�érentiels les uns envers les autres rendent 
ette équation impossible à résoudre exa
te-ment. Si l'on amène le système à proximité de l'instabilité d'Euler en augmentant l'intensitéde la for
e de 
ompression F , le rapport δ → 0 et par 
onséquent la pulsation du modefondamental du nanorésonateur diminue tel que ω → 0. De plus, les vibrations 
lassiquesdu tube sont lentes par rapport à la fréquen
e de transport Γ des éle
trons, et don
 ω ≪ Γ.Par 
onséquent, il est raisonable de 
onsidérer que le résonateur est quasiment �xe entredeux évènements tunnels.L'o

upation nd est une variable sto
hastique puisqu'elle relève de la fréquen
e dessauts des éle
trons des réservoirs L et R vers le niveau quantique de l'îlot. Sa variationtrès rapide, de l'ordre de 1/Γ, amène à 
onsidérer uniquement sa moyenne 〈nd〉X pour uneposition du résonateur �xée. On peut alors réé
rire la for
e induite par le 
ourant 
omme
−Fe〈nd〉X et rendre la for
e e�e
tive de Feff tributaire de la position en posant

Feff(X) = −mω2X − αX3 − Fe〈nd〉X . (3.2)Notons d'autre par que les �u
tuations aléatoires de nd se retrouvent dans 
elles de la for
e
−Fend, que l'on modélise en introduisant un 
hamp sto
hastique ζ(X, t) dans l'équationdu mouvement. D'autre part, des e�ets de retard induisent une fri
tion représentées parun 
oe�
ient η(X) dans un terme di�érentiel du premier ordre en dépla
ement auquel s'a-joutent les fri
tions extrinsèques dues à l'environnement et représentées par ηe. L'équationdu mouvement résultante de 
es approximations est l'équation de type Langevin8
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mẌ +

η(X) + ηe
m

Ẋ = Feff(X) + ζ(X, t). (3.3)En�n, le 
ara
tère poissonien du transport des éle
trons implique
〈ζ(X, t)〉 = 0

〈ζ(X, t)ζ(X, t
′

)〉 = [2ηekbT +D(X)]δ(t− t
′

), (3.4)ave
 D(X) le 
oe�
ient représentant les �u
tuations et T la température. Le bruit ζétant gaussien et blan
, l'équation de Langevin (3.3) peut être reformulée via l'équation deFokker-Plan
k
∂P
∂t

= −P

m

∂P
∂X

− Fe�(X)
∂P
∂P

+
(η(X) + ηe

m

)∂PP
∂X

+
(D(X)

2
+ ηekbT

)∂2P
∂P 2

, (3.5)où P(X,P, t) représente la probabilité de trouver un point d'espa
e des phases (X,P )au temps t. Il est important de réaliser que les 
oe�
ients de fri
tion et de di�usion
η(X) et D(X) entrant dans l'équation de Langevin (3.3) et de Fokker-Plan
k (3.5) sontinduits par le passage du 
ourant.3.2 Régime de transport séquentielLe point de départ pour la dérivation du 
ourant en régime séquentiel est l'équationmaîtresse stationnaire pour l'o

upation moyenne n0 de l'îlot [1℄

dn0

dt
= Γ01(1− n0) + Γ01n0 = 0, (3.6)ave
 [10℄

Γ01(X) =
∑

a=L,R

ΓafF

(FeX − eVg − µa

kbT

)

,

Γ10(X) =
∑

a=L,R

Γa[1− fF

(FeX − eVg − µa

kbT

)

], (3.7)où fF (X) = 1/(eX + 1) représente la distribution de Fermi-Dira
. Les taux de transfert
Γ01 vers et Γ10 hors du nanotube sont proportionnels à Γa = 2π|ta|2ν/~, ave
 ν la densitéd'état des réservoirs (supposée 
onstante). L'o

upation moyenne est n0(X) = Γ01(X)

Γ
, ave


Γ = ΓL + ΓR, tandis que les 
oe�
ients de �u
tuation et de dissipation s'é
rivent (voir[5℄) :
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D(X) =

2F 2
e

Γ
n0(X)

[1− n0(X)]

Γ
,

η(X) = −Fe

Γ

∂n0(X)

∂X
. (3.8)Puis, ave
 les dé�nitions des 
ourants éle
triques gau
he IL = +eΓ10(1 − n0)fL et droite

IR = −eΓ01n0fR et en sa
hant que le 
ourant total est la somme de 
es deux 
ontributions,on a
I(X) = e[Γ10(1− n0)fL(ǫ)− Γ01n0fR(ǫ)]. (3.9)Tous 
al
uls faits, 
e
i se ramène a

I(X) =
eΓLΓR

Γ

[

fF

(FX − eVg − eV/2

kbT

)

− fF

(FX − eVg + eV/2

kbT

)]

. (3.10)Il su�t alors d'intégrer I(X) sur l'espa
e des phase {X,P}, en le pondérant ave
 la densitéde probabilité stationnaire P(X,P ) issue de la résolution de l'équation de Fokker-Plan
k
(3.5)

I =

∫

dX dP P(X,P )I(X), (3.11)pour obtenir le 
ourant moyen I transitant dans le résonateur suspendu.3.3 Régime de transport résonantDans le 
adre du régime de 
ondu
tion résonant, l'o

upation moyenne n0(x), et par
onséquent les 
oe�
ients de dissipation η(x) et de �u
tuation D(x) de l'équation deFokker-Plan
k 
hangent de forme. Leur obtention relève de l'emploi de la théorie de lafon
tionnelle d'in�uen
e (voir détails en annexe B). On trouve (voir annexe (C)) :
η(X) =

F 2
e ~

3Γ

4π

∑

a

Γa
1

(
(µa − ǫd)2 + (~Γ

2
)2
)2 ,

D(X) =
2F 2

e ΓLΓR

Γ3π

[

Θ(µR − µL)

[
arctan(y)

2
+

y

2(1 + y2)

] 2(µR−ǫd)

~Γ

2(µL−ǫd)

~Γ

+Θ(µL − µR)

[
arctan(y)

2
+

y

2(1 + y2)

] 2(µL−ǫd)

~Γ

2(µR−ǫd)

~Γ

] (3.12)Dans la limite des basses températures, ave
 ǫd ≡ ǫ(X) = FeX − eVg l'o

upationmoyenne se dérive dire
tement de l'expression des opérateurs d'é
helle du niveau quantique
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t.2.2). En e�et, νk,a et αk,a donnent a

èsà d et d†, et don
 à 〈nd〉 s'é
rivent :
〈nd〉 =

∑

k,a

|νk,a|2fa(ǫk), (3.13)ave
 ǫk l'énergie d'un éle
tron des réservoirs, et
νk,a =

t⋆a
ǫk − ǫd + i~Γ

2

. (3.14)On trouve après inje
tion de (3.14) dans (3.13),
〈nd〉x =

∑

a

~Γa

π

∫ +∞

−∞

dǫ
fa(ǫ)

(

ǫk − ǫd

)2

+
(

~Γ
2

)2 . (3.15)A température nulle, l'expression (3.15) se réduit à
〈nd〉x =

1

2
+
∑

a

Γa

πΓ
arctan

(

2
(µa − ǫd)

~Γ

)

. (3.16)En 
e qui 
on
erne le 
ourant, soulignons que la 
onservation du 
ourant 〈I〉 implique
〈IL〉 = −〈IR〉. Le point de départ de l'obtention du 
ourant gau
he IL est l'équation deHeisenberg. Ave
 NL =

∑

k c
†
k,Lck,L l'opérateur représentant le nombre de fermions dans leréservoir gau
he, on é
rit

IL = −eṄL = −ie

~
[H,NL]. (3.17)La suite du 
al
ul relève de l'inje
tion des di�érents termes de H dans le 
ommutateur del'éq.(3.17) :

IL =
(

− ie

~

)∑

k

[tk,lc
†
k,ld− t⋆k,ld

†ck,l]. (3.18)En utilisant (2.9), on trouve :
I(X) = 〈IL〉 =

4eΓRΓL

~Γ

[

arctan(
eV − 2ǫd

Γ
)− arctan(

eV + 2ǫd
Γ

)

]

. (3.19)Il ne reste qu'à intégrer (3.19) pondérée par la densité de probabilité Pstat sur l'espa
e desphases {X,P} au moyen de l'expression (3.11).
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helle d'énergie 
ara
téristique du problèmeLa résolution numérique de l'équation de Fokker-Plan
k (3.5) est une étape essentiellede 
ette étude. Ainsi que l'on pro
ède habituellement en 
al
ul s
ienti�que, l'équation estadimensionnée a�n de travailler dans un 
adre débarrassé de toutes unités. Ce
i s'e�e
tuevia l'introdu
tion de variables sans dimensions dans les 
oe�
ients intervenant dans lesexpressions (3.5) et (3.12). On pro
ède don
 en se donnant une é
helle d'énergie typiquedu problème que l'on traite et qui permet d'introduire une énergie adimensionnée. Lepro
essus est ensuite répété pour les variables de position X et de moment linéaire P . Lesgrandeurs adimensionnées en terme d'énergie et de longueur sont (voir [5] et [7])
E0 =

F 2
e

mω2
0

et l = Fe

mω2
0
. (3.20)Il est ainsi possible de dé�nir les pendants adimensionnés x, τ , p de la position, du temps,et de l'impulsion :

τ = ω0t , x = X
l

et p = P
mω0l

. (3.21)L'adimensionnement se poursuit par α̃ = αl4/E0, v = V/E0, vg = Vg/E0 et T̃ = kbT/E0.Puis, en introduisant les expressions (3.20) et (3.21) dans (3.5), on obtient l'équation deFokker-Plan
k adimensionnée
∂P
∂τ

= −p
∂P
∂x

− fe�(x)∂P
∂p

+
(

γ(x) + γe

)∂pP
∂x

+
(d(x)

2
+ γeT̃

)∂2P
∂p2

. (3.22)En régime de 
ouplage transport, nous avons
γ(x) = −ω0

Γ

∂n0(x)

∂x

d(x) =
2ω0

Γ
n0(x)[1− n0(x)]

feff(x) = δx− α̃x3 − n0(x)

n0(x) =
1

Γ

[

ΓLfF (
x− vg − µL

T̃
) + ΓRfF (

x− vg − µR

T̃
)
]

, (3.23)ave
 les 
oe�
ients de dissipation γ(x), de di�usion d(x), l'o

upation moyenne n0(x) etla for
e e�e
tive feff(x) adimentionnées. De plus, γe représente la dissipation extrinsèqueet T̃ = kbT/E0 la température du système. Dans le 
as du régime de 
ouplage résonant,l'équation de Fokker-Plan
k adimentionnée demeure l'expression (3.22). Ave
 introdu
tiondes variables sans dimensions Γ̃ = ~Γ/2E0 et ω̃0 = ~ω0/2E0, nous avons
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η(X) =

ω̃Γ̃2

8π

∑

a

Γa
1

(
(µa − ǫd)2 + Γ̃2

)2 ,

D(X) =
ω̃

2πΓ̃

[

Θ(µR − µL)

[
arctan(y)

2
+

y

2(1 + y2)

] 2(µR−ǫd)

Γ̃

2(µL−ǫd)

Γ̃

+Θ(µL − µR)

[
arctan(y)

2
+

y

2(1 + y2)

] 2(µL−ǫd)

Γ̃

2(µR−ǫd)

Γ̃

]

feff (x) = δx− α̃x3 − n0(x). (3.24)L'o

upation moyenne en 
ouplage fort devient, à basse température,
n0(x) =

1

2
+

1

2π

(

arctan
((2(vg − x) + v)

Γ̃

)

+ arctan
((2(vg − x)− v)

Γ̃

)
)

. (3.25)Ce sont les jeux d'équations (3.22), (3.23) et (3.24), (3.25) qu'il faut résoudre numérique-ment dans le 
as stationnaire a�n d'obtenir la densité de probabilité stationnaire Pstatné
essaire à l'obtention du 
ourant.



Chapitre 4Résultats
4.1 Approximation de 
hamp moyenOn 
ommen
e par regarder la forme de l'intensité I en fon
tion de v et de la tensionde grille vg, en négligeant les �u
tuations γe induites par l'environnement ainsi que les�u
tuation induites par le 
ourant en supposant ω0/Γ ≪ 1. Par 
onséquent, on a d(x) =
γ(x) = 0 en régime de transport séquentiel 
omme en régime résonant, voir (3.23) et
(3.25). De plus, si l'on se pla
e à la limite T̃ → 0 ou Γ̃ → 0 selon le type de 
ouplage,l'o

upation moyenne [
f (3.23) et (3.24)℄ devient pour une situation de 
ouplage symétrique(ΓL = ΓR = Γ/2)

n0(x) =
1

2

[

Θ
(

− x+ vg +
v

2

)

+Θ
(

− x+ vg −
v

2

)]

. (4.1)Dans 
e 
adre, on peut obtenir analytiquement le 
ourant I en fon
tion de v et de vg,et déterminer les régions dans lesquelles le 
ourant I 
ir
ule, et 
elles dans lesquelles seretrouve le blo
age de Coulomb où I = 0, 
'est-à-dire les diamants de Coulomb [1℄. LaFig.4.1 reproduit les diamants de Coulomb pour di�érentes proximités δ à l'instabilitéd'Euler. Ils se dérivent en 
onsidérant que la densité de probabilité stationnaire Pstat estune distribution de Boltzman fortement piquée sur le minimum global du potentiel e�e
tifasso
ié à la for
e e�e
tive feff(x). La re
her
he de 
e mimimum entraîne un ensemblede 
onditions sur v et vg donnant a

ès à la paramétrisation des frontières des régionsbloqués, de la forme v± = ±2vg +C±(∆v), où ∆v est appellé gap en tension (voir [5℄). Lesdi�érentes valeurs des paramètres vg et ∆v en fon
tion de δ sont donnés dans l'annexe C,et permettent d'en reproduire les diamants. On 
onstate dans la Fig.4.1 que le blo
age du
ourant est maximal à l'instabilité d'Euler, où δ = 0 et F = Fc.4.2 In
iden
e sur le 
ourant des �u
tuations en régimeséquentielDans 
ette se
tion, on s'intéresse au r�le des �u
tuations en régime de transportséquentiel. Il s'agit d'une part de véri�er notre 
ode numérique ave
 pour test la reprodu
-tion de 
ertains résultats de [5℄, puis de se rendre 
ompte de l'élargissement de la zone de14
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Figure 4.1 � Reprodu
tion des diamants de Coulomb en régime séquentiel de [5℄, ave

α̃ = 10−6, ΓR = ΓL = Γ/2 et (de haut en bas et de gau
he à droite) δ = −1, δ = −0.1,
δ = −0.05, δ = 0, δ = 0.1, et δ = 1. Les zones noires et rouges 
orrespondent à un 
ourant
I = 0 et I = eΓ/4, respe
tivement.
ondu
tion de I vers les régions bloquées, en regardant le pro�l du 
ourant en fon
tion dela tension v. Les détails relatifs à la résolution numérique de l'équation de Fokker-Plan
ksont donnés en D. Le blo
age du 
ourant est retrouvé (voir Fig.4.2) à une tension v = ∆vaux grandes dissipations extrinsèques γe = 10−2, et s'attenue pour des environements deplus en plus petits (γe → 0).4.3 In
iden
e sur le 
ourant des �u
tuations en régimerésonantLa résolution de l'équation de Fokker-Plan
k s'e�e
tue au moyen de la même méthodeutilisée a�n de reproduire les résultats de [5℄ en régime séquentiel (voir annexe B). On serestreint uniquement à la situation d'un 
ouplage symétrique ΓL = ΓR = Γ/2 et au biaisen tension µL = −µR = eV/2.En régime résonant, le paramètre Γ̃ joue un r�le similaire à la température T̃ durégime séquentiel sur la forme des 
ourbes représentant l'intensité en fon
tion de la tensionappliquée v, en unité du gap en tension ∆v, et annulent le blo
age du 
ourant aux petits
v dans la limite des grands T̃ en séquentiel et Γ̃ en résonant. Une interprétation possibleest que les �u
tuations induites en tension par le passage du 
ourant dans le nanotube ontplus d'in
iden
e sur l'intensité I que les pro
essus éle
troniques alors ignorés par le régime
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Figure 4.2 � Courant en régime séquentiel à l'apex du diamant de Coulomb (voir réf.[5℄),représenté en fon
tion de la dissipation γe due à l'environnement ave
 δ = 0, α̃ = 10−6,
ω0/Γ = 10−2, et T̃ /∆v = 0.1.de 
ouplage séquentiel.Le pro�l du 
ourant I en fon
tion de v (voir Fig.4.2 en 
ouplage faible ainsi que Fig.4.3et Fig.4.4) en 
ouplage fort) présente des déviations par rapport aux 
al
uls à la limite bassetempérature. L'expli
ation réside dans les �u
tuations induites par l'augmentation de latempérature T̃ . Celle-
i permet au système d'explorer des régions de l'espa
e des phasesplus larges que les alentours du puits de potentiel dans lequel il est 
on�né à T̃ ≪ 1,et se retrouver sur des se
teurs de veff(x) menant à des minimums de potentiels lo
aux.Ainsi, et si le minimum global n'est pas 
ondu
teur à une tension donnée (voir Fig.4.3 à
v/∆v ≤ 1), on observe une augmentation progressive de I. En revan
he, si le minimumglobal est 
ondu
teur (voir Fig.4.3 à v/∆v ≥ 1), alors une baisse progressive du 
ourantvers v = ∆v se fait sentir. Ces �u
tuations sont tributaires de l'intensité du 
ouplage, etvalables en régime de transport séquentiel 
omme en résonant (voir Fig.4.2 et 4.3).Les variations du potentiel e�e
tif veff(x) sont données en Fig.4.5 pour di�érentes valeursde la tension v/∆v = 0.2, v/∆v = 1.0 et v/∆v = 1.8. Elles illustrent les dispositions relativesde la région la plus stable ainsi que des deux autres minima lo
aux dont l'exploration parle système est reliée à l'augmentation de T̃ . La Fig.4.6 permet d'appré
ier les évolutions dela fenêtre de 
ondu
tion du 
ourant I en fon
tion du minimum global du potentiel e�e
tifdu système.
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v/∆vFigure 4.3 � Courant en régime résonant à l'apex du diamant de Coulomb, représentépour di�érents 
ouplages Γ̃ (rouge en pointillé : Γ̃ = 0, rouge en 
ontinue : Γ̃ = 1, vert :
Γ̃ = 2, bleu fon
é : Γ̃ = 3, noir : Γ̃ = 4, bleu 
lair : Γ̃ = 5, jaune : Γ̃ = 10, et rose :
Γ̃ = 10−1), ave
 δ = 0, α̃ = 10−6, ω̃0 = 10−3 et T̃ /∆v = 0.1.
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Figure 4.4 � Courant en régime résonant à l'apex du diamant de Coulomb, représentépour di�érents 
ouplages Γ̃, ave
 δ = 0, α̃ = 10−6, ω̃0 = 10−3 et T̃ /∆v = 0.1.
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Figure 4.5 � Potentiel e�e
tif veff en fon
tion du dépla
ement x, ave
 δ = 0, α̃ = 10−6,
ω̃0 = 10−3, vg = −3/4(α̃1/3) et T̃ /∆v = 0.1.
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Figure 4.6 � Courant éle
trique I en fon
tion du dépla
ement x, ave
 δ = 0, α̃ = 10−6,
ω̃0 = 10−3, vg = −3/4(α̃1/3) et T̃ /∆v = 0.1.



Chapitre 5Con
lusionCe mémoire à présenté de manière théorique un moyen 
apable d'augmenter le blo
agedu 
ourant dans les NEMS 
ouplés 
apa
itivement à un transistor à un éle
tron (SET). Enamenant le résonateur à l'instabilité d'Euler, l'îlot 
entral présente un �ambage modi�antsa fréquen
e de vibration fondamentale et réduisant la fenêtre de 
ondu
tion du 
ourant.Il a été établi que pour un régime de 
ondu
tion résonant, 
'est-à-dire en 
onsidérantun 
ouplage entre un SET et un nanorésonateur fort, le blo
age du 
ourant prédit par [4℄n'est pas annulé. En e�et, en dépit de la 
onsidération de tous les pro
essus de transportdes éle
trons possibles dans l'élaboration des équations du mouvement, qu'il s'agisse desauts énergétiquement a

essibles ou bien d'intera
tions ave
 des niveaux d'énergies videsde l'îlot, le blo
age du 
ourant reste présent.La mesure des e�ets sur le 
ourant d'une for
e de 
ompression appliquée à un NEMS
ouplé 
apa
itivement à un SET puis amené par 
ompression à proximité de l'instabilitéd'Euler serait un moyen de se pronon
er sur la pertinen
e de 
es prédi
tions. Cependant,la sensibité que requiert un tel dispositif expériental est à l'heure a
tuelle hors de la portéedes appareils dont on dispose.

19



Annexe AHamiltonien vibrationnel e�e
tif dusystème ave
 instabilité d'EulerCette annexe vise a donner les étapes détaillées relatives à l'obtention de la partievibrationnelle du hamiltonien du résonateur suspendu. On se base sur la situation dé
ritedans la sous-se
tion 2.1 et reportée sur la Fig.A.1. Soit un élément di�érentiel d'abs
isse
urviligne ds, de proje
tion dh et du sur les axes (Oh) et (Ou). En�n, F désigne la for
ede 
ompression exer
ée sur le tube et umax le maximum de la proje
tion orthogonale surl'axe des abs
isses du tube 
ompressé.

Figure A.1 � Des
ription du système de 
oordonnée dont est muni le nanotube de 
arbone.A�n d'étudier 
e système physique, on en é
rit le Langrangien (voir [6℄)
L = T − V (A.1)donné par la di�éren
e des termes 
inétiques T et potentiels V de l'énergie. Le termepotentiel V = Vb + VF est s
indé en deux 
omposantes rendant respe
tivement 
ompte del'énergie de 
ourbure et de la 
ompression. En notant t̂ = (u

′

, h
′

) le ve
teur unitaire tangentau nanotube ave
 u
′ et h

′ les dérivées de u et de h par rapport à l'abs
isse 
urviligne s,et en utilisant le théorème de Pythagore entre les proje
tions de ds, on peut redé�nir les
omposantes de t̂ et de sa dérivée première par rapport à s, (dt̂/ds) = (u
′′

, h
′′

). Notonsen�n les dé�nitions suivantes : 20
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T =

σ

2

∫ L

0

dsḣ2(s, t),

Vb =
κ

2

∫ L

0

ds
∣
∣
dt̂

ds

∣
∣
2
,

VF = −F (L− umax). (A.2)Il est alors possible d'inje
ter les expressions (A.2) et des 
oordonnées de t̂ dans (A.1), etd'obtenir le lagrangien vibrationnel
L =

σ

2

∫ L

0

dsḣ2 − κ

2

∫ L

0

ds
h

′′2

1− h′2
+ F

∫ L

0

ds(1−
√

1− h′2). (A.3)Etant donné que l'on 
onsidère uniquement de petits dépla
ements |h′| ≪ 1 en terme dedéformation du tube, il est judi
ieux de développer (A.3) au premier ordre non nul en h eten ses dérivées par rapport à s. Dans 
ette approximation harmonique, on trouve
L ≈

∫ L

0

ds
(σ

2
ḣ2 − κ

2
h

′′2 +
F

2
h

′2
)

. (A.4)La te
hnique employée ensuite est la variation fon
tionnelle au premier ordre, 
'est-à-dire le 
al
ul δX = X [h + δh, ḣ + δḣ, t] − X [h, ḣ, t] pour 
haque terme de l'a
tion S =
∫ t2
t1

dtL(h, ḣ, t). Ave
 les 
onditions de dépla
ements du tube et via intégrations par partiessu

essives par rapport à h
′ , h′′ et h

′′′ , on met en éviden
e l'équation di�érentielle dudépla
ement verti
al h(s, t) du tube
σḧ + κh

′′′′

+ Fh
′′

= 0. (A.5)La relation de dispersion s'obtient en 
onsidérant la solution h(s, t) de (A.3) par sondéveloppement de Fourier de la forme ei(ωnt−qns) dans une base de fon
tions orthogonale{fn(s)}. En exprimant les dérivées spatiales et temporelles en fon
tion de h, il est possibled'avoir a

ès aux modes propres de vibrations. En séparant pour 
haque modes n partietemporelleXn(t) et spatiale gn(s) de hn(s, t) = gn(s)Xn(t), on a l'expression de la pulsationd'un mode n
ω2
n =

κ

σ
q2n

(

q2n −
F

κ

)

. (A.6)Le premier harmonique n=1 de (A.5) est nulle pour une for
e 
ritique Fc

Fc = κq21 . (A.7)Elle s'exprime en fon
tion du module de rigidité κ du tube ainsi que du premier mode propre
q1 de vibration. La forme dé�nitive de L est similaire à 
elle de Landau-Ginzburg (voir [6℄).Lorsque la for
e de 
ompression axiale F sur le nanotube est supérieur à la for
e 
ritique Fc
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ontenant des dérivées de h par rapport à s petits devant 1 du lagrang-ien (A.3), et en se restreignant à la première solution en mode h = h1(s, t) = g1(s)X1(t). Enintroduisant 
es développements dans (A.2), alors, en identi�ant les 
oe�
ients pondérantsles termes d'exposants paires de X et de Ẋ a�n de 
onférer au lagragien approximé la formed'une somme de termes à la dimension d'une énergie
L =

m

2
Ẋ2 − mω2

2
X2 − α

4
X4, (A.8)ave


m = σ

∫ L

0

dsg21 (A.9)la masse e�e
tive du mode de �exion fondamental, et
α =

∫ L

0

ds
(

2κg
′′2
1 g

′2
1 − Fc

2
g

′4
1

) (A.10)le paramètre d'anharmoni
ité. L'hamiltonien vibrationnel e�e
tif est ensuite donné par latransformée de Legendre de du langrangien H(q, q̇; t) = q̇p − L(q, q̇; t), 
e qui donne leHamiltonien (2.2).



Annexe BDérivation de l'équation de Langevin enrégime de 
ouplage résonantCette annexe vise à expli
iter les étapes importantes mentionnées dans la se
tion 3.2portant sur la dérivation de l'équations de Fokker-Plan
k en régime de 
ouplage résonant.Le point de départ de leur établissement est l'é
riture de la matri
e densité ρ(t) en représen-tation de Heisenberg du système 
onsidéré, ave
 un bran
hement adiabatique du 
ouplage[10℄. Ce
i s'é
rit :
ρ(t) = e

−i
~
H(t−t0)ρ(t0)e

i
~
H(t−t0) ave
 ρ(t0) = ρvib(t0)⊗ ρSET (t0). (B.1)On a séparé le terme stationnaire ρe(t) = ρe(t0) ∝ e−β(He−

∑
a µaNa) 
orrespondant à l'envi-ronnement extrinsèque, 
'est-à-dire des éléments du SET. Ainsi, la 
omposante qui nousintérresse est ρvib(t) = tre

[
ρ(t)

], en
ore appellée matri
e densité réduite. Le passage enreprésentation position de (B.1),
ρv(q, q

′

, t) =

∫ ∫

dq0dq
′

0J(q, q
′

, t; q0, q0, t0)ρv(q0, q0, t0), (B.2)permet de mettre en éviden
e le propagateur J de la matri
e densité, et l'on a
J(q, q

′

, t; q0, q0, t0) = tre

[

ρe(t)
〈

q
′

0|e
+i
~
H(t−t0)|q′

〉〈

q|e−i
~
H(t−t0)|q0

〉]

. (B.3)La suite 
onsiste à é
rire les propagateurs de (B.3) ave
 le formalisme de Feynman 1, 
'est-à-dire en exprimant les propagateurs sous forme d'intégrales de 
hemins. On 
ommen
epar introduire ∆t = (t− t0)/N de manière à 
e que
e−

i
~
H(t−t0) = lim

N→+∞
e−

i
~
HN∆t = lim

N→+∞

(

e−
i
~
H∆t
)N

. (B.4)En 
onsidérant les propagateurs en représentation position, et en insérant N − 1 fois larelation de fermeture sous sa forme intégrale, on obtient ensuite1. Voir annexe A "Path integral representation of the redu
ed density matrix" de la réf.[11℄.23
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〈

q|e− i
~
H(t−t0)|q0

〉

=

∫

dq1 . . . dqN−1

N∏

j=1

〈

qj | lim
N→+∞

e−
i
~
H∆t|qj−1

〉

. (B.5)Cha
un des 
ro
hets se traite en y inje
tant l'Hamiltonien H = HSET + Hvib + Hc. Larelation de Campbell-Hausdorf-Baker permet de dire pour tout j,
〈

qj|e−
i
~
H∆t|qj−1

〉

=

〈

qj |e−
i
~
∆t
(
p2/2M

)

|qj−1

〉

e−
i
~
∆t
(
V0(q)+He+Hc

)

, (B.6)ainsi il reste qu'à transformer la partie 
inétique des propagateurs. On utilise les dé�nitions
〈qj |p〉 = e

i
~
pqj/

√
2π~ et 〈p′ |qj−1〉 = e

−i
~
p
′
qj−1/

√
2π~ de [12℄, avant de 
ompléter les 
arrés del'argument de l'exponentielle :

〈

qj|e
i
~
∆t

(
p2

2M

)

|qj−1

〉

=

√

M

2iπ~∆t
e

i
~

M∆t
2

(
qj−qj−1

∆t

)2

. (B.7)Ainsi, 
ha
unes des deux 
omposantes du propateur J de la matri
e densité réduite donne
〈

q|e− i
~
∆tH(t−t0)|q0

〉

= lim
N→+∞

√

M

2iπ∆t

∫ [N−1∏

j=0

dqj
√
M2iπ∆t

]

×

e

i
~

∑N−1
k=0 ∆t

[

M
2

(
qj+1−qj

∆t

)2

−

(

V0(qj)−He−Hc

)] (B.8)Puis, ave
 q = q(s) et en introduisant l'élement di�érentiel fon
tionnel
D[q(s)] =

√

π∆t

2iπ(qj+1 − qj)
, (B.9)ainsi que le produit ordonné T , nous avons

〈

q|e− i
~
∆tH(t−t0)|q0

〉

=

∫ q(t)

q(t0)

D[q(s)]e
i
~
Sv[q(s)]T e

−i
~

∫ t

t0
ds[He(q̇(s))+Hc(q(s))]. (B.10)La dernière étape du développement 
i-dessus 
onsiste à remarquer que Sv[q] est l'a
tionde vibration du nanotube, dé�nie par

Sv[q] =

∫ t

t0

ds

[
M

2
q̇2(s)− V0(q(s))

]

, (B.11)ave
 V0 l'énergie potentielle du résonateur non-
ouplé. Nous pouvons réarranger le propa-gateur de la matri
e densité réduite (B.3) tel que
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J(q, q

′

, t; q0, q
′

0, t) =

∫ q
′
(t)

q′ (t0)

Dq
′

∫ q(t)

q(t0)

Dqe−
i
~

[
Sv[q

′
(s)]−Sv[q(s)]

]

treρe(t)×

T̃ e
− i

~

∫ t

t0
ds[He(q

′
(s))+Hc](q

′
(s))

︸ ︷︷ ︸

U†

[q(s)](t,t0)

×T e
+ i

~

∫ t

t0
ds[He(q(s))+Hc](q(s))

︸ ︷︷ ︸

U[q(s)](t,t0)

, (B.12)et
J(q, q

′

, t; q0, q
′

0, t) =
∫ q

q0
D[q]

∫ q
′

q
′

0
D[q]F [q, q

′

]e
i
~
(Sv[q]−Sv[q

′
]). (B.13)Dans l'équation (B.14), F [q, q

′

] est appellée fon
tionnelle d'in�uen
e (voir [13℄), et s'é
rit :
F [q, q

′

] = tre

[

ρe(t0)U
†

[q′ (s)]
(t, t0)U[q(s)](t, t0)

] (B.14)On e�e
tue le 
hangement de variables [13℄ donné par l'introdu
tion de la traje
toire 
las-sique 2 x = (q+ q
′

)/2 et des �u
tuations quantiques y = (q− q
′

), si bien que q = x+ y/2 et
q
′

= x− y/2. Le point de départ sont les équations d'évolutions des opérateurs U (†)
q(s)(t, t0).En posant U (†)

[q(s)](t, t0) = U[x(s)](t, t0)Ū(t, t0) et en les inje
tant dans l'équation de Heisen-berg, nous obtenons
i~

∂

∂t
Ū(t, t0) = [H, Ū(t, t0)]. (B.15)Le développement de la partie 
ouplage Hc de l'Hamiltonien donne

Hc(x+ y/2) = Hc(x) +
y

2
Hc(x) +

1

2

(y

2

)2

Hc(x) +O(y3), (B.16)puis, inje
tant H = Hc +He(x(s)) dans (B.15) et en simplifant 
onvenablement, on a
i~ ˙̄U(t, t0) = −U †

[x(s)](t, t0)Hc(x(s))U [x(s) + y(s)/2](t, t0)

+U †

[x(s)](t, t0)Hc(x(s))U [x(s) + y(s)/2](t, t0). (B.17)En représentation intéra
tion, l'opérateur unitaire s'é
rit :
Ū(t, t0) = T e

− i
2~

∫ t

t0
ds

[

y(s)H̃
′

c+

(
y(s)
2

)2

H̃
′
(x′s))

]

. (B.18)2. Notons que x désigne le dépla
ement X du tube, noté i
i par x ≡ X
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ommen
e les étapes (B.15) à (B.18) pour l'opérateur transposé U †(t0, t) si bien quela fon
tionnelle d'in�uen
e (B.14) peut alors s'exprimer sous la forme
F [x(s), y(s)] = tre

[

ρe(t0)T̃ e
− i

2~

∫ t

t0
ds

[

y(s)H̃
′

c−

(
y(s)
2

)2

H̃
′
(x′s))

]

T e
− i

2~

∫ t

t0
ds

[

y(s)H̃
′

c+

(
y(s)
2

)2

H̃
′
(x′s))

]
]

.(B.19)On 
ontinue à développer les arguments des exponentielles des intégrales de 
hemin àl'ordre quadratique en �u
tuations y(s) 3, d'où
T e

− i
2~

∫ t

t0
ds

[

y(s)H̃
′

c+

(
y(s)
2

)2

H̃
′
(x′s))

]

≈ 1− i
2~

∫ t

t0
ds

[

y(s)H̃
′

c +
(

y(s)
2

)2

H̃
′

(x′s))

]

−
(

1
2~

)2 ∫ t

t0
ds
∫ s

t0
duy(s)y(u)H̃

′

c(x(s))H̃
′

c(x(u)).(B.20)En�n, en resommant le développement limité (pro
édé de réexponentiation), il vient
F [x(s), y(s)] = exp[− i

~

∫ t

t0
dsy(s)

〈

H̃
′

c(x(s))
〉

− 1
~2

∫ t

t0
ds
∫ s

t0
duy(s)y(u)ℜ{

〈

H̃
′

c(x(s))H̃
′

c(x(u))
〉

−
〈

H̃
′

c(x(s))
〉〈

H̃
′

c(x(u))
〉

}
]

.(B.21)Atta
hons-nous à expli
iter les termes linéaires et quandratiques en H̃c de l'argument dela fon
tionnelle d'in�uen
e F [x(s), y(s)]. Le terme linéaire 〈H̃ ′

c(x(s))〉 = h
′

(x(s))〈ñd(x(s))〉ave
 〈ñd(x(s))〉 = tre(ndρ
[x(s)]
e ) et en y insérant ρ

[x(s)]
e (t) en représentation intéra
tion. Sil'on suppose que x est �xé, alors on peut montrer que He + Hc(x) = He(x) don
 que

ρe(t0) = ρxe(t0) est la matri
e densité à l'équilibre pour un x donné. Puis, en é
rivant
x(s) = x(t)+δx(s) et en revenant à la représentation de S
hroedinger, on a l'expression duterme linéaire en H̃c. Il présente deux 
omposantes reliées à la for
e 〈nd〉x(s) et à la fri
tion
ẋ(s)

− i
~

∫ t

t0
dsy(s)

〈

H̃
′

c(x(s))
〉

= − i
~

∫ t

t0
dsy(s)h

′

(x(s)) 〈nd〉x(s)
− 1

~2

∫ t

t0
ds
∫ s

t0
du(u− s)y(s)ẋ(s)h

′2(x(s))〈[nd(x(s)), nd(x(u))]〉(B.22)En 
e qui 
on
erne le terme quadratique, on 
onsidère toujours ρ
[x(s)]
e a x �xé, d'où

〈H̃ ′

c(x(s))H̃
′

c(x(u))〉 ≈ h
′

(x(s))h
′

(x(u))〈nd(s)nd(u)x(s)〉. D'où l'é
riture simpli�ée3. Il s'agit d'e�e
tuer une développement de Taylor de 
haques produit T au deuxième ordre, et d'utiliserla relation ∫ t

t0

∫
t

t0
dsdu[f(s)f(u)θ(s−u)+f(u)f(s)θ(u−s)] = 2

∫
t

t0
ds
∫
t

t0
duf(s)f(u) ave
 f(s) = H̃

′′

c
(x(s)).
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J(q, q

′

, t; q0, q
′

0, t) =

∫ q

q0

D[q]

∫ q
′

q
′

0

D[q]e
i
~
Σ[x,y], (B.23)ave
 Σ[x, y] l'a
tion e�e
tive linéarisée au deuxième ordre :

Σ[x, y] = exp
(

− i
~

∫ t

t0
dsy(s)h

′

(x(s)) 〈nd〉x(s)
− 1

~2

∫ t

t0
ds
∫ s

t0
du(u− s)y(s)ẋ(s)h

′2(x(s)) 〈[nd(x(s)), nd(x(u))]〉
− 1

~2

∫ t

t0
ds
∫ s

t0
duy(s)y(u)h

′

(x(s))h
′

(x(u))(〈{nd(s), nd(u)}〉x(s))− 2 〈nd〉x(s) 〈nd〉x(u))
)(B.24)Il su�t pour �nir d'in
lure la dé�nition de l'a
tion e�e
tive (B.24) et d'identi�er la for
ee�e
tive Feff(x(s)) = −V

′

(x(s))− h
′

(x(s)) 〈nd〉x(s) :
Σ[x, y] =

∫ t

t0
ds
(

mẋ(s)ẏ(s) + y(s)Feff(x(s))
)

+ i
~

∫ t

t0
ds
∫ t

t0
du
(

(u− s)y(s)ẋ(s)[h
′

(x(s))]2 〈{nd(s), nd(u)}〉x(s)
+y(s)y(u)h

′

(x(s))h
′

(x(u))(〈{nd(s), nd(u)}〉x(s))− 2 〈nd〉x(s) 〈nd〉x(u))
)(B.25)La dernière étape 
onsiste à aplliquer la transformation de Stratonovit
h-Hubbard [14]dé�nie par

e−
y2

2 =

√

1

2πa

∫ +∞

−∞

e−
ζ2

2D
−iζyDζ (B.26)à (B.25) a�n de se débarrasser de la partie linéaire en y. Finalement, on a mis en éviden
eun terme dans l'arguement de l'exponetielle qui s'annule né
essairement. En in
luant auraisonement la dissipation extrinsèque ηe, on trouve ainsi l'équation de Langevin (3.3) en
ouplage fort.



Annexe CCoe�
ients de l'équation deFokker-Plan
k en régime résonantCette annexe donne les étapes de la dérivation des 
oe�
ients de l'équation de Fokker-Plan
k en régime résonant (3.12). Le formalisme utilisé reste le même, tandis que le pointde départ est la fon
tion de 
orrélation K(τ) dé�nie par
K(τ) = 〈nd(τ)nd(0)〉 − 〈nd(τ)〉〈nd(0)〉. (C.1)La dé�nition nd(τ) = d†(τ)d(τ) asso
iée à la propriété nd(τ) = nd(0), donne, après appli-
ation du théorème de Wi
k par rapport aux opérateurs d et d† dans le premier terme de

(C.1) l'expression
K(τ) = G>

d (τ)G
<
d (τ), (C.2)où les fon
tions de Green hors équilibre G>

d (τ) et G<
d (τ) sont dé�nies par

G<
d (τ) = i

〈
d(τ)d†

〉
= i
∑

k,a

|ta|2
(ǫk − ǫd)2 + (~Γ

2
)2
fa(ǫk)e

− i
~
ǫkτ (C.3)et

G>
d (τ) = −i

〈
d†d(τ)

〉
= −i

∑

k,a

|ta|2
(ǫk − ǫd)2 + (~Γ

2
)2
(1− fa)(ǫk)e

− i
~
ǫkτ , (C.4)ave
 d dé�ni par (2.9) et fa(ǫ) la distribution de Fermi-Dira
 relative aux éle
trons d'unréservoir a donné (a = L ou a = R). Si l'on é
rit l'expression (C.2) en se
onde quanti�
a-tion, on obtient

K(τ) =

∫ +∞

−∞

dǫdǫ
′

(2π~)2
e

i
~
(ǫ−ǫ

′
)τ G̃<

d (ǫ)G̃
>
d (ǫ

′

), (C.5)ave
 28
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G̃<

d (ǫ) =

∫

dτe
i
~
ǫτG<

d (τ) = i~2
∑

a=L,R

Γafa(ǫ)

(ǫ− ǫd)2 + (~Γ
2
)2

(C.6)et
G̃>

d (ǫ
′

) =

∫

dτe
i
~
ǫ
′
τG>

d (τ) = −i~2
∑

a=L,R

Γa(1− fa(ǫ))

(ǫ′ − ǫd)2 + (~Γ
2
)2
, (C.7)où G̃<

d (ǫ) et G̃>
d (ǫ

′

) désignent les transformées de Fourier des fon
tions G>
d (τ) et G<

d (τ). Lesexpressions générales des 
oe�
ients dissipation η(x) et de �u
tuation D(x) de l'équationde Fokker-Plan
k sont des fon
tions des parties réelles et imaginaires du 
orrelateurK(τ, x).Ils se dé�nissent par
η(x) = 2F 2

e

∫ +∞

−∞

dτℑ{K(τ, x)}τ (C.8)ainsi que par
D(x) = 2F 2

e

∫ +∞

−∞

dτℜ{K(τ, x)}. (C.9)La fri
tion η(x) s'obtient en remarquant que la variable τ que multiplie ℑ{K(τ, x)} dans(C.8) provient d'une dérivation par rapport à ǫ de l'intégrant exponentiel du 
orrélateur,puis en utilisant la dé�nition de la distribution de Dira
 nous avons
η(x) =

F 2
e

π~

∫ +∞

−∞

dǫG̃<
d (ǫ)

∂

∂ǫ′
G̃>

d (ǫ
′

). (C.10)En 
e qui 
on
erne le 
oe�
ient de dissipation D(x), un 
al
ul similaire donne
D(x) = F 2

e

∫ +∞

−∞

dǫ

2π~
G̃<

d (ǫ)G̃
>
d (ǫ

′

).(C.11)Puis, en inje
tant les fon
tions de Green (C.6) et (C.7) ainsi que le 
orrélateur K(τ, x)dans les réé
ritures (C.10) et (C.11), on aboutit aux expressions dé�nitives des 
oe�
ientsde Fokker-Plan
k. Notons que l'on se pla
e à température nulle, don
 les distributions deFermi-Dira
 fa(ǫ) des bains a se rempla
ent par les fon
tions de Heaviside Θ(ǫ−µa). Tous
al
uls fait, on trouve les expressions des 
oe�
ients de dissipation et de �u
tuation del'équation de Fokker-Plan
k en régime résonnant (3.12).



Annexe DCal
ul des diamants de Coulomb en
hamp moyenLes diamants de Coulomb sont les régions bloquées en 
ourant de la 
ara
téristique
(v, vg) de l'intensité éle
trique I aux bornes du nanorésonateur. Leur établissement né
essitela résolution de l'équation de Fokker-Plan
k (3.5) donnant a

ès à la densité de probabilité
Pstat dé
rivant le �ambage du tube puis le 
al
ul du 
ourant I. Au problème posé par ladéli
atesse de l'estimation de la position d'équilibre x̃ du nanorésonateur minimisant lafor
e e�e
tive feff (x) = δx− α̃x3 − n0(x) s'ajoute les ennuis numériques relatifs au tempsde 
al
ul de I pour 
haque point du plan (v, vg). Une autre manière de pro
éder est de
onsidérer le problème via une approximation de type 
hamp moyen. On se pla
e à T = 0,ainsi
n0(x) =

1

2

[

Θ(−x+vg+
v

2
)+Θ(−x+vg−

v

2
)

]

=

{
1 si x 6 vg − v/2
1/2 si vg − v/2 6 x ≤ vg + v/2
0 si vg + v/2 6 x,

(D.1)et on 
her
he les équations des 
ourbes délimitant les régions 
ondu
tri
e et bloquées dudemi-plan (v > 0, vg). Il 
onvient de regarder tous les 
as qu'o�re la 
ombinaison des valeursde n0(x), de δ et de la tension v par rapport à vg ± v/2, et de dis
riminer les situationsmétastables où 
oexistent plusieurs solutions en retenant 
elle qui minimise le potentiele�e
tif
veff(x) =







− δx2

2
+ α̃x4

4
+ x si x 6 vg − v/2

− δx2

2
+ α̃x4

4
+ 2(x+vg)−v

4
si vg − v/2 < x < vg, + v/2

− δx2

2
+ α̃x4

4
+ vg si vg + v/2 6 x.

(D.2)Examinons le 
as δ ≪ α̃ pro
he de l'instabilité d'Euler. La for
e e�e
tive feff (x) = −α̃x3−
n0(x) admet alors trois solutions x̃1 = −1/α̃1/3, x̃1/2 = −1/2α̃1/3 et x̃0 = 0 pour vg+v/2 < 0(voir Fig.D.1), deux solutions x̃1 et x̃1/2 pour vg − v/2 6 0 6 vg + v/2 et en�n une solution
x̃0 pour vg − v/2 > 0. L'on se sou
ie ensuite des 
orre
tions au premier ordre en x enintroduisant x̃

′

i = x̃i + ∆x̃i (i=1,2,3) dans feff(x). Il en dé
oule que ∆x̃1 = δ/3α̃2/3,
∆x̃1 = δ/3α̃ et ∆x̃1 = 0. Lorsqu'il s'agit d'un 
as métastable ave
 solutions doubles et30
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tent dans (D.2) et l'on trouve le x̃i minimisant veff (x) et 
ara
térisantla région du diamant 
ondu
tri
e. La 
ondition sur v telle que veff(x̃1) = veff (x̃1/2) ou bien
veff (x̃1/2) = veff (x̃0), donnant la paramétrisation du diamant.

Figure D.1 � Illustration des trois solutions du 
as métastable δ ≪ α̃, ave
 vg + v/2 < 0.On obtient ainsi deux équations de droites v± = ±2vg+C±. L'apex du diamant est le pointvéri�ant v+=v−, d'où l'obtention du 
oe�
ient dire
teur et de l'ordonnée à l'origine
vg(δ) = − 3

4α̃1/3
− 2δ

4α̃2/3
(D.3)

∆v(δ) =
3(21/3 − 1)

24/3α̃1/3
− δ(21/3 − 1)

α̃2/3des droites. Les autres 
as se traitent de la même manière. Les expressions de vg et de ∆vsont telles que
vg(δ) =

1

2δ
, (D.4)

∆v(δ) = − 1

2δ
,pour δ ≪ −α̃1/3, ave
 x̃1 = 1/δ, x̃1/2 = 1/2δ, x̃0 = 0 et ∆x̃1 = ∆x̃1/2 = ∆x̃0 = 0. Demême,

vg(δ) = − 1

4δ
− δ

α̃
, (D.5)

∆v(δ) =
1

4δ
,pour δ ≫ α̃1/3, ave
 les mêmes x̃i et ∆x̃i que pour δ ≪ −α̃1/3. Il 
onvient ensuite, pourune valeur de δ donnée, de remplir le demi-plan ave
 la valeur 1 pour 
haque point (vg, v)véri�ant v− = −2vg −∆v 6 v 6 v+ = 2vg +3∆v, et 0 sinon. Ce
i permet de reproduire lesdiamants de [5℄ en Fig.4.1.



Annexe ERésolution numérique de l'équation deFokker-Plan
kLa résolution numérique de l'équation de Fokker-Plan
k (3.22) est menée au moyend'une grille adaptative {x, p} représentant Nx × Np points répartis sur deux axes orthog-onaux Ox et Oy. Chaque point de la grille est repéré par rapport à l'origine (0, 0) par ses
oordonnées (xi,pj), ave
 xi = xmin+ i∆x et pj = pmin+ j∆p. La dis
rétisation des axes dela grille s'e�e
tue à l'aide des pas ∆x = (xmax−xmin)/Nx et ∆p = (pmax−pmin)/Np respe
-tivement, et nous avons xmin 6 x 6 xmax et pmin 6 p 6 pmax. L'équation de Fokker-Plan
kétant une équation aux dérivées partielles, les termes di�érentiels sont dis
rétisés au moyende di�éren
es �nies au premier ordre, permettant de projeter (3.22) sur la grille. Puis, one�e
tue le 
hangement d'indiçage de la grille (i, j) → 0 6 n 6 Nx × Np de manière à 
eque la densité de probabilité d'avoir le nanorésonateur dans un état de dé�e
tion X ave
l'impulsion P soit représentée par un ve
teur P de dimensions Nx × Np. L'équation dis-
rétisée s'é
rie alors sous la forme d'une matri
e L de dimensions N2
x×N2

p . En se souvenantque la situation que l'on souhaite résoudre est un 
as stationnaire, nous avons LPstat = 0.Son remplisage le plus é
onomique numériquement relève d'une bonne utilisation des sym-métries entre les indi
es n des éléments de L. En notant Qi,j le 
oe�
ient pondérant Pstat
i,j ,on a

0 = Pstat
i+1,jQi+1,j + Pstat

i−1,jQi−1,j + Pstat
i,j Qi,j + Pstat

i,j+1Qi,j+1 + Pstat
i,j−1Qi,j−1, (E.1)ave


Qi+1,j =
[

− pj
2∆x

]

,

Qi−1,j =
[ pj
2∆x

]

,

Qi,j =
[

− 2

∆p2

(d(xi)

2
+ γeT̃

)]

, (E.2)
Qi,j+1 =

[

− feff(xi)

2∆p
+

(γ(xi) + γe)

2∆p
pj+1 +

(d(xi)

2
+ γeT̃

) 1

∆p2

]

,

Qi,j−1 =
[feff(xi)

2∆p
− (γ(xi) + γe)

2∆p
pj−1 +

(d(xi)

2
+ γeT̃

) 1

∆2p

]

.32
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trons-vibrations résonant" 33Les règles de résolution des systèmes linéaires d'Euler permettent de rempla
er la premièreligne de la matri
e L par la 
ondition de normalisation de la densité de probabilité Pstat.Ce
i permet de résoudre le système 
ontenu dans L, doté d'un très grand nombre d'élémentsnuls, par un algorithme de type sparse (voir [15℄), tout en évitant le renvoie de la solutiontriviale non-physique. Pour un point n = (i, j), 
ette pro
édure se s
hématise par









0 . . . . . . . . . 0... . . . Qn+1=(i,j+1)
...... Qn−Np=(i−1,j) Qn=(i,j) Qn+Np=(i+1,j)
...... Qn−1=(i,j−1)

. . . ...
0 . . . . . . . . . 0










︸ ︷︷ ︸

L

⊗











......
Pstat

n=(i,j)......










︸ ︷︷ ︸

Pstat

=










1
0......
0










. (E.3)
Les 
onditions limites du problème, nulles aux bords de {x, p}, assurent que l'espa
e desphases est assimilable à la grille. L'inversion de L donne a

ès à la Pstat(x, p), et la véri-�
ation de sa normalisation est un premier indi
ateur de la pertinen
e des paramètresde grille. On 
ommen
e ave
 une taille arbitraire {[xmin, xmax], [pmin, pmax]}, et l'a�
hagede Pstat(x,p) permet d'estimer si elle englobe bien la région de l'espa
e des phases 
on-tenant les prin
ipales �u
tuations de la densité. Si besoin est, la grille est ensuite ajustéea�n de s'assurer que la région 
ontenant le maximum de Pstat ainsi que ses prin
ipales
ontributions soient 
orre
tement en
adrées. Notons en�n que pour une situation donnée,les dimensions de la grille peuvent évoluer en fon
tion de la tension v. Un exemple d'unerésolution satisfaisante de (E.3) est donné en Fig.E.1.
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Figure E.1 � Proje
tion de la densité de probabilité Pstat sur la grille de 
al
ul {x, p}, pour lasituation α̃ = 10−6, δ = 0, xmin = −190, xmax = 150, |pmin| = pmax = 20, ω0 = 1.0, γe = 10−2,
Γ/2 = ΓL = ΓR, v/∆v = 1 et ave
 un 
ouplage séquentiel à T̃ /∆v = 0.1.Cette méthode de résolution de l'équation de Fokker-Plan
k est valable quelque soit le
ouplage. Les termes de plus haut ordre en tunneling étant des 
orre
tions par rapport à la
onsidération séquentielle du problème, ainsi il est judi
ieux de 
ommen
er une re
her
hede paramètres de grille optimum en régime résonant par des paramètres séquentiels 
orre-spondant à une situation similaire, et de les a�ner ensuite, par exemple via la visualisationde la forme de Pstat.
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